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1. При доказательствах предложенЕй (теорем) падо давать себь 
строгий отчеть въ ВЫВОДИМЫХь завлючеяхь, не слёдуеть дозольетво 
зальел кажущимся доказалельетвомь Чтобы доетигнугь этого, надо 
доказательства основывать во 1-хъ на опредфлешяхь, которыя сл- 
цуегь заучпвать налзусь, во 2-хь на акоомахь, проводимых вт 
руководств, исвъ 3-хь на прехложеняхь уже дохазанныхь, 

2 Прп разбор предхоженй совфтуемъ учащемуся воспроизво 
ди1ь чертежь по мВрё чтешя текста, & не пользовалься готовым 
чертежомь. НапримЪрь, читал 8 22, чертныъ сиалала углы АОВ, 
А'0Ъ' к 4’"О"В",таюь что на пашемъ чертеж пока нёть ни динш 
ОС, ни ОГ; когда въ текстВ дойдемь до выражен: «пуеть дру- 
той бокь О’В’ ириметь похожене ОС», тогда я проведемъ ина 
нашем, чертежя прямую ОС, далйе, дойдя до выражен я: «пусть 
другой бокь О"В" приметь положеще ОП», проводимь на, Цазпему 
чертожз ОП, п тажимь образомь восполнимт весь :емежл, при 
юженный въ текотв. 

8. При ссылкахь на нарографы надо повторять дозловно прел- 
дожене, или опредфлев!е или акефому того параграфа, на который 
евылалотся; нашр., въ $ 28 чилаемъ: «Мы доказали (8 27)>, слф- 
дуехь читать: мы доказали, 410 сумма смежных л0вз равна 
буммь папиаа-нибудь друзита смежныхе узлов. Въ томъ-же 28 
ларатрафЬ, чрезъ нёсколько строкъ, читаемь: «Велфдетье перпея 


дикулярноеи прямой СО ьь АВ, углы-АОС и СОВ разны между 
<обою ($ 24)»° здёеь надобно повторять опредёлене перпендикуляра 
г. е. прямая ливёя называется пертендимулярною кз друзой пря- 
мой, вели она составляетз её этою послиднею равные смежные 
ды 
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НАЧАЛЬНАЯ ГЕОМЕТРЕЯ, 


ВВЕДЕН. 


1 Прострапетво безиредфльное я ограниченное. — Три рода протлжевй: 
объеик, поверхности и лиши. — Предмоть Геометрия. — Прямая лишая; 
прниисываемия ей свойства; ез изыйреще. — Плоскость, — Раздфжен`е 
Начальной Геометрия, 


$1. Веяное тёло ванимаеть опреджленную чветь бевпредбльнато 
пространства. 

Часть безпредфльнато прострапства, занимаемая т®лоиЪ пазываетея 
#10 объемома или зеометрическиля тлъломё 

$2. Веякое ТФао пуфетъ границы вли предфлы, въ которые оно 
завлючепо Эти траницы называются поверхностями. И такъ, 20вврх- 
ностью тьла называется предпль или зранииа, поторал отд 
ляет ео оббемз озиз остальнало безпредильноо эросзпранетва. 

$3. Поверхности тля пить также граннцы, плеиио т% ибота 
въ которыхь вотрчаются между собою поверхности одиото и того же 
ТЬла, и называются линбями Поэтому дииою называется мъсто 
оетръчи деужз поверхностей. 

$} 4. Лим избють такие. границы: это 1 предфиы, въ. ноторыхь 
нити вотрчаются одна съ другою, и пазываются точками Поэтому 
эточною называется мльсто встуръии двуть лин. 

$5. Ведичииа линШ зависить только отъ ея ‘длины, пиривы она 
вовсе ие ныфеть; поэтому гопорять что димёя имея одно только 


измпрене—вв длину. 
1 
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Величина поверхности зависить оть ел длины и ширипы т @ м0 
оерхность имтеть два измпреня-— въ длину и шириву 


Обзечз имъетг три цзмьреия  длвпу шприву п высоту или 
тлубину. 

Объемы, поверхности и лиши изанваются иротлжюенями 

Эти три рода протиженй, т. в. ливш, поверхности и объемы тфлъ, 
ножно разсматравать незавяснио одпо отъ другаго. Напришёрф, желая 
знать высоту змбара, вовсе ныхъ вадобности обращать впимане на его 
длину в ширину, на оборотъ, желая высчитать число досокъ дия па- 
стидки пола въ амбар%, не для чего брать во выимаше высоты его, 
потому что зелизина пола, т. е. позерхноеть, зависить тольо отъ ханы 
и ширины ‘амбара. Когда же понадобитоя узнать количество овса, выё 
щающагося въ амбарь, тогда разематриваетея объенъ, потому что ко 
дичество овеа будеть въ завиениоети отф пдилы ширины и высоты 
змбара 

$ 6. Свойства протлжешй я способы изибрешя ихъ сосгавляютъ 
предметь Геолетри. 

Для простоты, разсматривають лини незавиенмо отф поверхностей 
а поверхности независнно отъ объемовъ. Пря этожь надобно твердо 
помпить, что лиШи и поверхноети, разоматриваемый какь сейчась ска 
зано, т. о незавиенно оть тЬиа, можно предетавлять только въ в00б 
раженш и слдовательно лин, провокамыл на бумаг или доска, не 
составаяютъ иЪйствительныхь див; въ самомь дЪлв, накь бы тонко 
не проведена была черта карапдашемъ, она имъеть, кромё длины, ши 
рииу и толетоту, слёдоватедьно эта черта есть тёло, и отнюдь не гео 
мехраческое тёшо, потоку что оно состоить изъ вещества, именно гра- 
фита; теонетричееное ше т6ло пи объемь сель только проотранетво 
занимаеное тёломъ. Тоже цадобно сказать ы © точкф, озпачаеной иа 
доснв иди на бушагь 

$} 7. Веяый понныаеть что таное праная лин{я; изображешемь вл 
можеть служить ребро обрной линейки. Каждый убфидець и въ том 
что прямая мишя есть кратчалииее разстояще между даумя 
почками 

Истьна, сама по 0ебф очевидная, называется аксзомою 


Относнтельно прицой лищи, ны прицимаемъ за акоюмы сифдуюния 
ел свойства 
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Азслома 1-я 


$8 Прямая лилая есть кратчолишее разстолие между двумл 
точкани 


Аксюма 2-я 


$ 3 Между двумя точками можно провесть только одну 
прямую лю 


Предложение *). 

$ 10. Дею прямыя, натьющин дет обийя эпочни, саиваюллся на 
всемь своемз протлокещи, т. в. составаяють одну прямую линию 

Пусть даны дв® прямыя лиши, одша АО, другая 
ад. Назожзь» одну изъ нихъ а@ ва другую АО и 
долуетлиь то точка а легла на А, а точка 2 при 
шлась въ В Тогда обв прямыя лини вемду точ- 
хаши А и В сольютен, потому что между двуив точ- 
нави Аш В можио провесть только одну прямую (ен. $ 9). 

Остаетен убфдитьсн, что 068 прямыя сольются п за точкам А и В 
Допустинь, что въ точк® С об лин расходятся, танъ что @@ при- 
меть положене АВС. Сташемъ обращать эту лиш на точи А, танъ 
чтобы одва изъ ел точекъ, напр. Е, упала на прямую АВСО, вапримбрь 
въ точву 0. Пры отомъ дважейи, 20 точви прямой АВСЕ, яром 
А, перемфетлтся, и тб изъ няхъ, вогорыя находились 0а прямой АВЬ 
отдвлятея отъ этой диви; и потому между точками А. к Ш получат 
186 прямыя лиш и, 1то противно аксюив 2-й. Такое невфриое закдю- 
чен{е получено въ слБдетые предположешя, что примыя пиши” АО и 
а4, инфя двё общая течки А и В, равошлиеь; отсюда закаючаемь, что 
предподожеше, будто праныя разошлись въ точак С, невёрио, и сл 
довательно необходимо допуетить, что впф одиваютсл въ одиу прямую 
зан. 

$11. Сльдстае Доумя точками опрефъяяется полоожете 
прямой лини. 

И дбйствительно, воли вообразинъ, что чрезъ хвф точки проведена 
сперва одна прямая лишя, а потомъ другая то эти дв пряныл лийк 


Чиг. 1 


*) Иредложене вши пеорени веть истина въ соразедлизости хогорой убуждаенел 
радомъ сужденй, 
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будуть пывть дв обнуия точки, а мы сейчась доназали, что дв пря 
уыл, нифющ двф обигя точки, составалютъ одну прямую линию 
Ирине. Очевидно, что презь одну какую пибудь точку можно провесть, 


множество прямыхъ ливй сл6довалельно одна точка пе опредфллеть положешя 
прамой лиши.” 


Предложение 


$12 Де» пересъкающияся прямыя тии вумотз тольшо одну 
общую зтомку. 

Действительно, волибъ эги лишит ихфли другую общую точяу, 10 
на основаши предъакущаго предложения, опф говифствлиеь бы и соета 
вуди одиу прямую. 

$ 13. Равотоян!в между двумя точнами есть опредфдениая длнпа 
которую можно изифрить. Съ этою ификю беруть едимичиую миру 
даины, напринёрь аршинь, п укладываютъ ето на измуряемую длину: 
осди аршинъ уложится ровное шело разъ, папр. 3 раза, то длипа пря- 
мой равна 3-м аршипамъ. Бели же аршин уложится поровное число 
разь, цапринбръ 3 раза съ остаткомъ то длину этого остатка опре 
ПВляюТь числом серишноев, съ этою цфлью приставляють къ остатку 
аршин, разд\ленный на вершии: пусть этоть остатокъ содержит ровно 
7 вершков, тогда длюна прлшой равна 3-м% аршинанъ ---7 вершковь. 
Если же остаток ие содержит въ себЪ ровиов чисио зоршковъ, а па 
примбръ 7 вершяовъ съ остатвон», то этотъ посади! остатовъ опре- 
Еоляють въ частяхь вершка, прилишуюъь иъ пему вершокъ, раздфлен- 
пый па равпыя частая: если ошь запомаеть 3 части вершка, раздёлеи- 
цаго на 4 равпыя части то онъ равень °/ вершка а воя длшин 
З арш. Е 79/, вершка. 

Примичане, Есди, говоря о прямом лиши, пичего несназано объ еп дани», 
то надобно разума оту прямую линию иродолжепною песпредфлеиио в 06% 
сторопи 

$14 Ломачно зшнаею называется послбдовательное соединеше 
иВекольнихь прямых. Пап. АВСОЕ веть 
зомавпая лийл, она востоить изъ праныхь АВ 
ВС, Ср и БЕ (фиг. 2). 

$15, Привою лщею называетьи всякая 
аншя, ше прямая и но состоящая изт прямыхт 
лин Напр АВС, БЕГ суть привыл аиние (фиг. 3). 
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$16 Между двумя точками, вакъ известно, можно гровесть толь ‹о 
одну пражую (см. $ 9), лояанныху, же и кривыхъ лин можно провести 
скозько угодио; саман меньшал 
изъ этихъ лин букет прямая, 
потому что прямая лишя есть 
кратчайшее разетолн?е между дву 
мя точками (см. $ 8). 

$17. Кавъ дани бывчюгт Фиг, 3. | 
прямыя и хравия, чакъ и поверхности раздфляютея на примыя и кривыя 

Прямая повертности пли плоскость воть повержность такою 
свойства, ‘пло прямыя диши, проведенныя чрезз веящя деть ея 
почки, восьми своими точнами лежат на этой поверхности *) 

ЧГоворя о плоскости, налобио резуюёть что она продолжена во вст 
сторопы сколько угодно, безкопечно, 

Изъ предъидущаго опредблешя слёдуеть, &то прянат лишя про 
ведеиная чрезь кашя иибудь дьф точии, взятый на йлосности, на всех 
воем протяжеши совяфщаетея съ плосностью 

$ 18. Вояная поверхность, пе прямая и посостоящая изь прямыхъ 
поверхиостой, называется кривою овержностило. 

$ 19. Начальная Геометрия разкёляется па двф часты: Геометрия 
на плоскости, фразематривающая протяжешя, паходищися въ одной 
пиоскоети, и Геоменияя вв пространетев, въ которой разоматри- 
ваютея протяжешл песовь/ыцающенся съ плоскостыо какъ наяр. объежы. 


*) Поэгому, чтобы улостовйритьсл хветвительно ли поворхцость тёха воть 
плоскость, подобно прикладывать въ ней край вфрной линейки; лъ разныхь на 
иравленихь, и смотр везде ли ребро нлотно придегаетв кф поверхностя. 


ЧАСТЬ Т 
ГЕОМЕТРТЯ ША НЛОСКОСТИ 


(ПЛАНИМГТРИЯ) 


ОТДЬЛЬ 1 


Углы ции перпендикулярныя пакдонныя и параляельныя 


2 Уголь; сравнене, совокуилен(е и вычиталые угловь. — Улы смежные. 
Прямой уголь, перлендикуляръ, лия навхопиаял. — Сумиа угловъ по одну 
сторону прамой, — Утшы: острый, тупой, доподнительний до одного и до 
двухъ прамыхь. “Узлы противоположные. Сумма утловъ около точки — 
Ирлмыя взаимно-перпеидикулярныя. 


$ 20 Вообразимъ, что на плосхости проведены доб прямыя лини 
АВ и СЪ, которых переобкоютол въ точк® О; вакь лиши такъ м 
пловкость вадобно предетавлять неолреджление про 
долнециыми. Эти дв перебВкающинся прамыя лиши 
раздвляють плоскость на четыре части: окна изъ 
нихъ будеть заллючаться хетду прямыми ОВ и ОР, 
пругая-между прямыми ОЗ и ОС, третьз—между 
ОС я ОА, четвертая —между ОА и 00, Каждая изъ этих частей на 
зывавтся 1,3405, 

И такъ, узломб ‘называется часть плоскости между двумя 
перестьниощиниея прямыми, праниченными в 
ихё точкь пересьченя. Эта точна павываетея веу- 
зииною угла, а 06% прамыл- бонами или сторо- 
нами его Поэтому точна О —зершина угла ВОГ, 
ОВ и ОБ—его боха. Ухолъ обыкновенио овначаетсл 
тремя буквами, написанными среду, такимъ обравомь что вершинная 
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бузва` ставится воетка въ середаиф; потому уголь чатзется тадъ 
ВОО па РОВ. Есля при верили находитея только одинъ уголь, то 
#02048 будеть назвать его только одп0ю зершинною буквою т ев - 
то уша ВОГ сказать утогь О 

Бокамя. угла принимаются лини, сколько угодио продолженныя, без- 
конечный; а лакъ прямыя длит, имфя двф общя точки, сливаются па 
веемъ протажеши ($ 10), т6 заплючаемь, что два угла будуть равиы 
иенду собою, вели при наложены одиого на другой бока ахь совмф- 
стятея на каповгъ вибудь равотояня оть вершины Отсюда аепо, Что 
величина узла не зависить отв длины ею бох0вь. 

$21. Чтобы сравылть два угла АОВ п А’О’В, т.е, узнать, бу 
дуть лн они равиые, чили, въ сшу 
ча неравенства, который боль- 
ше — вообразииъ, что уголь 
АОВ перемфщент ва АОВ таль 
что вершина О’ совпала въ вер 
шивою О и бокь ОВ съ б- 
вомь ОВ: смотря по тояу, гдё аяжеть боль О’А  виутри ли угла 
АОВ, пля виб его, закаючаень, что уголь А’О’В’, въ первом слу: 
чаЪ, мвпьше угла АОВ, а во второмъ больше его; если же бокъ ОА. 
совыбетптея съ божомь ОА то умы А'О’В и АОВ равны менду 
$0600. 

Въ этомъ состолтъ сравненае Двухь угдовъ. 

$22. Два угла, и вообще пфоколько угловь, можно совдинять 2% 
одань уголь Пусть требуется трн ума АОВ, А'О’В и А"О"В 
соедилить въ одинъ  уголъ. Пере- 
ифетимь уголь О’ такь, чтобы вер- 
шаца его совпала съ верминою О, 
а бекъ О’А’ съ ОЗ угла АОВ; я 
пусть другой бонъ О’В’ принеть по- 
дожене ОС такъ, что уголь ВОС== 
углу 0’ Ясно, 910 уголь ДОС ра- 
лень сумиь угловь АОВи А'О’В’. 
ПНервыфотинь угол О’ тапъ, чтобы ого вершина ц бошь О"АИ совпали 
съ точною О и пряною ОС, п пусть другой болъ ОВ" прихегь полоте- 
ше 01, сафдовательно угоду СОР =углу О". Очевидно, что уолъ АОВ, 
равный сунмь умовь АОВ, В00 и СО), равень суши дашныхь 
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утловь АОВ О и0", зто можно написать такъ: 
А00=АОВ-|-А'О'В'-- Ай" В", 

Вь этомь состоитъ совонуплене или сложене у:л005 

$ 22. Чтобы изъ угла АОВ вычесть уголь А’О В’ пвремфотнаъ 
уголь О’ тавъ, чтобы его вершииа к 
бокь О'В’ совпали съ вершашою О и 
бокомъ ОВ угла АОВ и пусть дру- 
той бокь О’А’ приметь положен!е ОС; 
слЁдовательно уголь ВОС == угяу 0'; 
очевидно, что ‘угодф АОС сботавитъ 
разпость между угланя АОЗ и А'0’В что можно паписать тан: 

АО0В—АО'В! = АОС. 
$ 23. Тени прязую лиш АВ ветрьчаеть крутая оряная ОС пе 
переходя заточку пересёчеыя О, то образуются "= 
два угла АОС в ВОС которые называются сле 
ными (фиг. 8). 

$ 24 Проведемъ прямую хиншю АВ п пазна 
чнвиъ на ней произвольную тозну О, чрезъь кото- 
рую проведемь прякую ОТ въ произвольном направлени: получииь два 
смежные угла АО в ВОГ; положимъ, что уголь ЛОЛ больше угла ВОР. 
Вообразвиль теперь, что прямая ОГ обращается около точке О, удаяяясь 
отъ прямой ОВ; въ слбдети!е этого первмщени прямой 
ОП уголь ВОЗ) будетъ увеличиветьея, а сиежный съ 
нвиъ уголь АОД будегь уменьшаться. Очевидно, что 
прямая ОФ принеть па своем вути танов положеше 
0С, въ которомъ оне составить съ лишой АВ рва 
равные смежные угла АОС и ВОС, это мы прииима- 
амь за акоюму; эти равные сменпые углы называются прямыми 
залами, а лищи ОС-нерпендикуляроме нъ лиши АВ, 

Н такъ, прямая лия називиется порпендивулярною вз дру 
з0й прямой, если она составаяета сз атою по- 
сапднею равные смежные уалы; умы ее ти 
называются прнными узлами. ПШоприяфръ, ооли 
АОВ прямая п уголь АОС = ВОО, то прямая 00 
перпендикулярна хъ АВ 1 умы А0С и ВОС — 
прямые. 

$ 25 Изъ разужден!, измощениыхь въ предъидущень птратрафЪ, 
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Фиг. 10, 


Фит, 11. 
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сабдувть, что №28 солкой точки, взлтои на прянои лини, моно 
провесть (возставиияь) перпендинулярь. 

Пусть СО периеидикулярва къ прямой АЗ, значит уголь АОС = 
уг. ВОС (фиг. 11); всли отклонимь личпо СО въ ту или другую сто 
рону, то одинъ изъ угловь АОС и ВОС увеличится, а другой умень- 
шретоя, сад. получатся неравные смежные углы. Отеюда заклочавиь, что 
изъ всякой точки, взятой на праной лийн можно провееть (в03- 
ставить) одинь только перпендикуляра. 

$ 26. Всявая прямая, не пернепдикулярная къ другой прямой, т. е 
составляющая съ этою повлфдиею неравные омежные углы пазывается 
наклонною ъ послдией. Очевидно, что чрезъ зовкую точку, взятую 
на прямой лини можно провести къ ней множество наклочыхь 


Предчожен!е 


$ 27 Оумма смежныеь уловз равна суммь канилв-нибудь 
друииа смежныхь умлооь, т. в. АОС-- СОВ = А ОС’ --СЮ’В.. 
Паложииь плоскоть АВС на АВС такъ чтобы точка О сов- 
пала съ Ох прямая АВ сив- 
лась с прямою АВ; тогца О'С' 
приметь такое положоне ОС", 
И что голь С"ОВ==уму 0'03’ 
Фиг. 12. п уль АОС"-=утлу А/О’Ое. 
Въ стима двухь ршовь АОС и СОВ, этоть послВдШй угояъ можно 
замбиить сумиою двухв угловъ СОС! и СОЗ И такъ 
406--С0В=А06 + 60С”--С"ОВ 
во суниу умовь АОС--СОС” можно защёнить однимъ угломь ЛОС’, 
одёковательно 


А0С-- б0В =400#-+- С'ОВ; 
а какь уже занёчено, что АОС" = 4'0'С' и С'ОВ =60 вабдо 
вательно 

А06--СОВ-=А0 ©'-+6 0 


Предложен 
$ 28, Весь прлмме узлы равни между собою 
Пусть прямая (СО перпендинулярна къ АЗ, и СО перпендаку 
лярна къ ‘прямой А’В'; надобно доказать ато уголь АОС раванъ углу 
4/0! 


Мы доказали ($ 27), что суниа воякихъ двухъ еметныхь угловь 
ЛОС в СОВ равна сум другихь двухъ сшежныхь угловъ А О'С' в 
С'0'В’ т.е 240С-+ С0В = 
А'0'С'--С’ОВ!. Въ сабдотыв пер 
пендинулярности прямон СО иъ АВ 
углы АОС и СОВ равны между со 
бою ($ 24), и каждый изъ пихь 8 
прямой‘ тоже скажемь и объ углахъ 
А'0'С! и СО’В" лёд 2А00б=2АО0, отсюда 4А0С=АОС. 

Прямой уготь вездв одинаковъ, постояненъ, потому что в6ё прямыв 
углы равны между с060ю; па этожь основана зе углы сравнивают 
въ прамышь угломъ, т. в. прямой угохъ принямается за единлцу при 
измерен угловъ; такь папримёрь, говорятъ: сумка такихь-то угяовъ 
равна двумъ прязымъ, тремъ прямымъ и т, д. вли такой-то уголь 
воставлиеть */,, 1/з, /) и т. К. прямаго угла 

Прехложен1е. 

$ 29. Сумма смежных узлось равна дума прямыль умамь 

Пусть АОС п СОВ сутьяенежные углы: надобно докаяатг что 
сувыа их равиа двумъ пряным гея 
угланъ. Изъ какой пабудь точки 
О’ произвольлой пряной лия 
АВ проведем О’С’ лерпеидиву- 
ларно къ А’В': получимь пря- 
ные углы А/О’В и С'О'В' ($24); сума ихъ составить два пряные 
А кавь сумма смежныхь АОС п СОВ равна сумн пругахъ смежвыхь 
умовъ А'О’В’ и 0’0'В’ ($ 27), хо АОС--СОВ=2 прамымь угианъ 
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Преджотеше 

$30. Сумма всъаз узловь по одну сторону прамой равна двум 
прямимь умламъ. 

Накобчо довавать что 
АОЕ -|- ЕО -|- 2ОС + С0В = 2 прлмымъ 

Мы уже доказали въ предъидущенъь ‘прекло 
жеви, что сумма снежным угловь, напр. АОГ МА : 
и ЕОВ равна 2-мъ прамымтъ: но уголь ВОВ = Тие. 16 
Гор -|- 200 -- СОВ, сабдовательно 

АО -- ВОЛ -|- ОС -{- СОВ = 2 пряным 
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$31 Ввяк угодь, лоторый меньше прямаго, пазываетея острым 
углои; а угодъ, который больше прямаго и меньше двухъ прямыхъ, 
пазыпавтоя туюымя. Напранврь АОЕ — острый уголь, ЕОВ-—туцой 

$ 32. Въ сумиЪ двухъ умовъ, составияющей два прниме, паядый 
изъ слагаемыхь угловь пазывается дополненеме пругаго угла до двухъ 
ирямыхт. Легко понять, 970 00а узла равны между собою, если они 
члимотг равный дополненя до двухь прямые. И дъйозвительно 
вели углы в и 6 кифютъ равныя дополнения, когорыя назовемь одною 
бухвою с, то получииь а-Ре-=0-Ёе, потому что каждая сумма равиа 
2 прямым; изъ этого равенства позучиыъ а == 

$ 33. Въ стим двухъ угловъ, составляющей праной уголь, каж- 
дый изъ слагаемыхь угловъ называется дохолнёнема прусаго угаа Ко 
прячаго, Ясно, что до узла. равны между собою, если ииплотв рал 
зил дополнеюл до примоло, объявпеше тоже самое, что и въ предъ 
идущемь параграф®. 


Предложение 

$ 34. Из двужь взаимно-дополнительнихь утловь 90 дауль пря. 
мыза улова модено составить смежные узлы, т. в. козда у двухь вза - 
иино-дополнительныхь узловь 00 двух пряныхь веть общая вершина 
& обийй бокь, тозда друме иль бока составлмоть прямую лишю. 

Пусть умы АОВ и А’0’В’ взанино дополнительные до 2-хъ пря 
мыхъ. Продолжавь прямую АО, получимъ уголь ВОС, смежный съ 
АОВ и слукашй хополнешень до Кзухь 
пряиыхь углу АОВ ($ 29). По условию 
уголь АЮ'’В также дополняеть АОВ до 
двухь пряиыхь; поэтому А'О’В’ = ВОС 
($ 32). Теперь, осли мы перекъетижь уголь 
.А'0’В' так, чтобы вершина его О’ совнана. 
[3 0, а бокъ ОВ! съ ОВ, то, по равеи- 
ству умовъ АО’В’ и ВОС, крутой бок 
О А’ пойцеть по ОС: таккяъ образовъ бока ЛО и 0'А' составить пря- 
мую днио и сид. углы АОВ и А’'ОВ сдёлаютев смежными 


Фиг, 16 


Предлодецие 


$ 35. Оунла воъяз узлов, которые лезооть около однов общеи 
имз вершины равна четиремь прянымь умамь 
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Подобно показать, что сумиа угловь АОВ ВОС СОБ и ОА 
равна четыремъ прямышь угламъ. —" 

Продохжимъ ‘кагой пибудь болт, паприх. АО 
и пусть ОЕ составляеть это продолвеше Суми 
условъ по одну сторону пряжой А равна двулъ 
прямык (© 30); слбдовательно. ь 

АОВ--ВОЕ=2 зрямыхт, . бик, 17 
10 той же причин А00--200--СОЕ=2 прявымъ 
зложииъ эти равенства и замфномъ въ сунив два ума ВОС и СО 
однимъ углом ВОС; тотда получим 
А08--А0Ъ--20С--В0С=4 премымь 

$ 36. Мы уже внибли, что дв пересбкаюцияея прямыя образують 
четыре угла; изъ пихЪ дия паждаго угла, мапр. АОС есть два сшеж- 
ные АОВ в СОВ, и одкпк яротивоположный 
уголь изн яеремежный ВОТ. Для утла ВОС про- 
тивоположный будетт АОФ. Цтавъ деа уша на- 
зывайтся противоположными или перемеж- 
кыми, если бана 0днозо изза цитв составляюте 
зродолосеня боков» дру. 


Фиг @& 


Предложение 
$ 37. Противополовные пли равны между собею (фт 4) 
Нацобно доказать, что уголь 'АОС = ВОШ и АО = ВОС, 
Углы АОС и АО суть смежные, слёдов. важдый взЪ пихЪ служить 
дополнепюмь другому до 2-хъ прямыхъ ($ 29); углы ВОЛ и АОГ так 
же смежные, елфдов. составияють пополнеше пругъ другу до 2-хъ пря- 
ныхъ ($ 29} И танъь два ула АОС и ВОГ пыфе одпо и тоже 
цополнеще уголь АОП до 2 хъ приныхь, рашны межку 060ю (8 32) 
Предложение 
$ 38, Бели прямал перпендикулярна *ъ.друби прлной то 
продолженас ся перпендикулярно ко той ое рамой. р 
Пусть ОС перпениркулярна къ АВ а 00 © 
отавдяеть прододжеше прямой ОС; надобно доказать 
что ОФ перпендикулярна хъ АВ 
Дв® переббнаюлияся лин составияютъ равлые 
противоположные углы ($ 37), сифловательно 
уголь АОР=В0С 
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и уголь В00—А0С; 
а по равепетву прямых угловь ВОС я ЛОС ($ 24} заключаенъ, что 
утоль АО0=ВОГ, т е. два смежные угда АОЪ в ВОР равны мемду 
собою, слФд они пряные, а лины ОП) перлендикулярна кь АВ ($ 24). 


Предложение. 


$ 39. Шези прямая перпендикулярна кз друюи прямо то 
в эта посмьдняя перпендикулярна кз первой. 

Полониыъ, что СФ перпендикулярна къ АЗ иа- 
хобно доказать, что АВ перлендикулариа къ СУ. 

Уголь АО равешь своему противоположнову 
й3ОС а какъ этоть послёщий прямой, то уголъ 
АО пряшой; уголь АОС также примой, потому что 
]СЬ перлендикушяриа къ АВ; савдозатольно сивжные 

Фиг. 18. углы АОС и ЛОЛ равпы между собою ($ 23), и АО 

а сивдовательно и вя продояжеше ВО лерпенцийулирны кз СФ (6$ 24, 38) 

Поэтому, дв№ прямыл АВ я СГ павываются азсимно перлендику 
алрными. 


3. Мазваше угловъ, сославляемыхь двумя ирямшин съ офвущею: случай 
котла эти дз ирямыл переекалются и ногда сумма впутреннихь углов, 
по одну егорону сФкущей равпа двумь иримыме. — Допущене постулата 
© встрёчВ наклоцной съ перпепдикудлромт, ^ 

$ 40. Оть дервобчещя двухъ пряныхъ третьею прямою, сехущею, 

образуются восемь утловъ, которымь даютъ особыя пазвашя. 

Пусть АВ и СБ суть дв® прамыя, разсёченных прямою ЕВ, 

Четыре угла РН@, СНС, ВЕН, АСН, которыхь 
отверетя находлтея между лишями АВ я СУ, на 
зываштся онумювниими, а остальные четыре уда 
ОНР, РЕНО, ВЕ и ЕСА, которыхь отверосйя 
находятей виё прямыхь ДВ и СО, называются 
вношними. Приная ВР называется синущею. 

Два виутренше угла, лежащие по ту н другую 

бтороцу ефнущей и несмежцые, называются вну- 
пренними противоположными пли внутренними перекрестными, 
папр. ОНб и НБА, а также НС и ВСН. 


Фар. 19 
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Два вебе угла, лежание по ту в другую сторону офкущей и яе- 
смежные, навызаются онимииили проивополоюныме или онъчними 
перенрестными” ОНЁ в ЕбА, а также РЕНО и ВбЕ. 

Два несмежные угла, одлиъ виутрешьйв, кругой внашюй, по одну 
сторону оВкущей, пазываются соотоънственными или соотаьтетвую 
щими; так ОНЕ, а ВСН, ОНб к ВСЕ, РНС и АН, СНЕ и 
АВЕ суть соотвётетвенные углы 


Предхожен!е 


$41. Пели сумма двуль внутреннить уьловь по одну сторону 
въиущей, равна думе пряниль, то 

1) сумма двуть втьшнить узя0вь по одну сторону сънущеи равна 

двум прамимь. 

2) внутреные противоположные узлы равны между собою 

3} внышще противоположные умы равны между собою. 

4) соотвътетвенные узлы равны между собою. 

Пусть сумма внутреннихь угловф @ и 6 рав- 
на двум принымъ, иди 27 ‚означая при этомъ бук- 
вою 0 одяшь прямой уголь; и такь доложимъ что 

а =20. 

4) Падобно докавать, что с-- 4 ==20. Уы 
дис, а тавтери смежные, а памь иззфстао, 
что суша смежныхь утловъ равна двумъ прямым 
углашь; слфдовательно сумма  эхихь четырех 
УГщовт равна четыремъ прамымгь, те 


а-ееа=40 
а какь по усдовю а--5=20 
то вычтгая второв равенсгво изъ лерваго, получим 
+ а=21, 


значить, сушыа внфшиихь угаовъ, ло одву сторопу сбвущей  дВйстви 
тельно равиа двумъ прямымъ углам 

Вь равсвотв8 а--6=20 можно замввить а я Ф противополоя 
зыми икъ углами с и ` сабдовательно 

е-в=21, 

тв ен Вооуть выбшвие узлы ло одну сторону сбизщей 

Замбтимь еще, что когда сумиа внутренияхь углов диф, по оду 
сторову сблущей, рава двумь прямым, 70 и сумма другихь двухъ 
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впутрениихь угловъ Г п у равна двумт прлынь И дфБотвительно если 
въ равенство 

в а=2р 
вотавииь, выфето угла с равный ему противополетвый утоъ Ги 
вубсто Я противоположный ему угол 9, то получинь 


Ин 


2) Дано «Е 5= 20 дожажемъ равенство звутрениихь противо- 
положныхь угловь' @-=0, Б==/. Углы 9 и Б смежные слбдоватеньно 
сумма икъ равша 2-мъ прямымъ; а какъ сумиа 
углорь ви Б по условно, также равна 2-мъ пра 
иНыЪ, 10 углы @ я 0 пмфють общее дополнене 
$ до двухъ прямых, слёдолательно а=9 

Также донажется равелетво р==/. 

3) Дано «+-5=21; надобно доказать равен 
ство вибшряхь противошозожныхь угловъ, т, е 
910 в==4, ф=е. 

Мы сейчась дотазали раленство внутреннихь 


противоположных углом: 9=9 
но @==е, 4—4 ($ 37), савдовательно 
е=4. 


Тань скань внутр противопоножные углы равны то 2=/, 
а какь В==й, /=с ($ 37), то В=с. 

4) Дано в--2=20); нелобщо доказать рапенство соотьётетвенныхь, 
углевъ, папримёрь а==9 

Мы кохазаии равенство внутреннихт противоположныхь угловъ 
слбдоватольно @=9; 
по угодъ д равенъ овоему 1 ротивоположному @ ($ 37)  свдовательно 
в=4 

Также покажутся равенства остальпыхь соотифтетвенныхь углов 
$=е ДЕЛ, д=е. 

$ 42. Ольдетвте. Волкое равенство, сыразженное 08 предло 
экени предзидущцоло паррафа влечет за, собозо остальныя ра- 
венства. Въ вамомь АВВ: 

1) Пусть сумма внбшнихь угловъ, наприифрь, си 4, ло оду 
сторону оБкущей, равна 2-нь прямымт, т. в. с+-4=90. Углы вис 
а также би @ омеждые, слбдовательно 


а--с-- 8-1 ==40 
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по усновио в-а=2р 
сивдовательно в =23, 
т е, сумма внутреннихъ угловъ, по одну сторону съкущей, равна двумъ 
дрямынь. Доказавъ это равенство, заключаемь объ остальныхь равел 
отвать на оскованы предъидущаго предложения ($ 41). 
2} Пусть внутреняе противуположные углы равны между собою на 
примёръ, а=9. Смежные углы 5 и д доставияють разеногво 


5--9= 2. 
Вотавимъ сюда вирото у равное ему а, позучинъ 
р--а=20 


Поэтому сума внутренняхь угловъ, по одпу сторону ефвущей, равна 
*1; а это равенство влечеть за собою и остальныя равенства ивло 
женцый въ предъидущемь предложен (\ 44). 

3) Иусть вшышые противоположные угаы равны между собою, напр. 
Ч==е. Извъетно, 310 @=0, = ($ 37), слёд. д==9; а мы сейчас 
доказали (2-е), что это равенство вдезеть и остальныя. 

4) Пусть соотьфтетвенные углы равны между собоо, наприн®ръ «=@ 

Углы Би @ смежные, сафловательно 


$-4=29 
возавямь сюда вмьето 4 равное ему а, полу ши® 
Б-а=21; 


а это равенство влечет за с0бою и остальныя равенетва ($ 41) 


Предложена 


$ 43. Жоли деъ переськаюиияся прамыя развичены съкущею 
то сумма внутреннихз 14085, на боках *070рыл5 лежите зточ- 
ка острьчи, менше деуле прамыхз у1406з. 

Возьмень ДзЪ прямыя АВ и ВС, переобкающияся въ точь В 
равеёченъ ихк прамою 06. Падобно доназать, что 
бумиа впутревиахь угловъ ВЕРЕ и ВЕЕ менынь 
двухь прямыхъ углозъ; па бовахь этихъ угловь на- 
ходизея точка ветрёчи В. Пубть О означаеть свре 
дину прямой ЗЕ; соединив точку О съ В, н, про- 
должявъ прямую ВО отложниъ ОН, равную ВО, 
в точку Н сошивниь съ точкою Е пряную ЕН. В 

Покажень, что уготь НЕТ раношь углу ВЕБ 


1акъ хакъ противоположные углы НОЕ и ВОР равны между собою 
2 


Фиг. 21 
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$37), по совыфотимь ихл, притом татъ, чтобы бокъ ОЕ иряшелея 
яв ОЁ- товка по-разенству праныхь ОГ и ОР, точка Е савоадеть въ 
точною Е; а по равенству прямыхъ ОН я ОВ, точ 
р ка Б созпадеть ст точкою В. И такъ концы прямой 
ТЕН совпали съ концами пряной РВ, кяенно точка 
Еь В; а Неъ В; значигь п прныал ЕН совиа- 


Е угла НЕО совпази съ боками угла ВРО; слёдователь 
Е во уголь НЕО ==угу ВРО 

Фиг. Очевидно, что уголь НЕВ меньше двухъ пряныхь 
угловь, значить и сунма угловъ НЕР-ЕВЕЕ будеть меныше двухъ 
примыхъ, а кажъ уголь НЕР==углу ВЕЕ то и вушма угловь ВРЕ-- 
ВЕЕ меньше двухъ прямыхь угловъ 

$ 44. блёцетвуе Г. Есль дель переспкающаяся прямыя раз 
сьчены спкущею, та они 392045, на бокть которо лежите 
зпочна перестменя, болиив соотезытотвеннияо вму виутренняю 
ума, 

Пусть АВ и СГ переофкаются, а прямая СГ-—ихъ сБкущая. Надоб- 
по доказать, что выёииий уголь РЕЗ больше соотвтетвеннаго вму угла 
ВОН Мы уже доказали, что сумма внузхрелцихт 
углов ВЕН и ОН меньше даухь прамыхъ, а 
вакъ, вмвего двухъ прамыхъ угловъ, можно взлть 
Фумму смежныхь умозь НФ я ЭНЁ, сифздоват 
В6Н--ОН6 < ОНЁ-+-0Н@; отиявъ оть отахь 
ы неравиыхь суныъь по углу ОН@, пошучииъ уголъ 

иг. 9 ЗЕЕ меньше угла ОНЕ иди, что тоже, угол ОНЕ 
больше угла ВЕН 

$ 45. СаЪдетвае И. Сели двь пересъкающился прямыя разль 
чены съмущею, то кпокдые два внутренийе противоположние уз 
ла, в также онтлиив противополоэениые узла неравны между собо. 

Пусть АВ и СБ пересбнаютен, а ЕЁ —изъ обкущая ($, 19). Надобно 
доказать что навримрь, внутрени!в противоположные углы ВЕ и АН 
неравиы между собою, Въ самомъ д6аф, волфустве пересбчещи прямыхь 
АВ и СО суниа внутрениахь угловъ 0Н6-{- ВЕН меньше двухь пря 
мышь или иевьше АСЫ-+-ВЕН, ибо эти два угла смежные, т в, 

286--ВеН < АВН-ЕВеН 
Отеюда олфдуеть, что уголь ОН@ неньше ума АСЫ 
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ЗамфнивЪъ эти два угла противоположными имъ ($ 37), найкемь, чте 
утоль СНР меньше угла ВЕБ т в. что вифшн противоположные угаы 
неравиы между 60600 


Предложенае 


$ 46. Если дв% прямыя лизая состаоляюте сз сптущею та- 
#2 внутренне узлы, по одну изъ вя сторона, что сумма ег рав- 
на двумз прямым, то эти даь прямыя, не переспкуптия, споль- 
ко бы хе ие продолжали. 

Пусть оБкущая Е, пересёиая прямыя АВ к СО, образуютъ внуг- 
ренне углы ВСН я ОНС, которыхь сумиа равпа двум» прямым 
углам®. Надобно доказать, что прямыя лин: АВ 
и СФ не ногуть перееЪчься, па всем ихъ протя 
женш. Двйотлительно, еслибх мы допустили, это 
эти лини пересфиаются по ту сторону прямой 
ЕЁ, то на основаши предложешя, изложениаго 
въ $ 48, заключили бы, что сумна онутреннихь 
угловь ВОН--ОНб, на бовахъ которыхъ ложить 
точка ветрёчи была бы мельше 2-хъ прямыхь 
углювъ; а это протаворёчить условию, по поторому эта сумна равна 
двунъ прамымъ, сяд. прямыя линя АВ и С) не могуть пересфчься 
по ту сторопу обяущен ЕР. Од по ногутъ ветрётиться поно сю ето 
фону сфпущей ЕЁ; въ самомт дфдВ, допустнвь вотрёчу отихъ лиш, най 
день, на осповави ‘того же предложеня, изложеннаго въ $ 43, что 
суныа угловь АВН--СНО будеть мепьше двухь прямыхъ угловъ, а 
отеюда сдфдуетъ, что сумма утловъь ВЕН--РЕ@ будеть больше двухъ 
прямыхь (потому что вумма вевхъ упомянутых четырех, урловъ равиа 
4-мъ прямым), а это противно условно, по которому сушиа угновт 
ВЕН-РОН=2 пряные. 

$ 47. Сивдетые. Деъ прямыл не моцуте переспчься: 

1) если сумма онъинияв узловз, по одну сторону съкущей, равна 


двумё прямимь умдма; или 
2) если внутрене противоположные узлы равны между собою, 


или 
3) если вышине противоположные узлы равны между собою паи 
4) если соотвътетвенные умы равны между собою, 
Й квйствительно, аждый изъ этяхт случаевь водетъ за собою ра 
* 
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зенотво сунны виутреннихь угловь по одну оторову онущей, двумъ 
пранымъ углам ($ 42), а при танонь ублови лини ие пересфкаютса 


($ 46). 
Предаожен{е 


$ 48. Деь пряныя лин, перпендикулярныя порози 5 
третьей, не лерестнаются. 

Вообразныь, что къ примой Ё@ проведены лерпениитуляры АЗ и 

- и СП; надобно долазать, что ой не ветрётятся. ДВ 
волфаствые перпендикулярности, углы 


прамымь угшамъ, а вакъ отл два внутрешие угла 
Флг 23 лежать по одну сторону офиущей Р@ то прямыя АЗ 
и СО пе могуть ветрётаться ($ 46). 
$ 49 Если на прамой БП возьмешь какя нибудь квЁ точки Ви 
Е и проведемъ дв прямыя шиши: одну ВС-периен 
дикударно #$ линм НО. а другую А@ наклонную 
&Ъ той ще лиши, то пернендикулярф первофчется съ 
паклониою, при достаточномь продолженшя ихъ. Не 
влотря ма очевидность этой исхины, геометры пе 
могли доназать #6; а потому, не останавливалеь на 
опытахъ допазательствъ это истцы, мы допустимт 
8 въ вяДВ лосицуиина или эпребоватия Й такъ 


Послухать 


Навлонная в перпендикулярз, из одной и той оке прямой ли 
зи, по достаточномь иль продолокени, всегда переспиутсл 

$ 50 Припомниыъ, что мы разоматривавмъ диши па одной плое- 
кости, притомъ зиШи пренполагаютсн продолженными сколько угодио 
ели ‘провесть па плоскости прямую диню, а потом другую прямую 
то эта нослёдняя можеть персобчь мля ие перео®чь первую линфо; дру- 
тахъ пололешй ие можеть быть. Въ нервомь случав лиши называют- 
ся переспкающиенися и образують четыре угла около точки вотрёчи 
Есавжъ диши пе вотрёчаются, то называются параллельными, онЖ 
угла 6060ю ив составляютъ. Въ существоваши пароллельныхь дишй, 
ны убъдишись помощю рредъвдущихь трехъ предложен (4$ 46,47 
48} дБйствительно во веБхъ отихъ саучаяхъ двё прямыя  паходясь 
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па одной плоскости, не могутъ пересфчься сколько бы ить ни продод- 
жали, а такм лиши, пажъ сейчась сказано пазызаются параиленьны- 
зи лилия 


Свойства порпендикуляра и извлонныхь 


+ Перпепднкулирь, опущенный изъ точки ва прямую. Свойства паилонныхь 
встр®чающихе офкущую въ равныхъ и перавныхь разстоящяхьв отЪ осно 
лат л порпеодивулярь. Разстоян!о отъ точви до ниш. 


Предложен1е 


$ 51. Изв всякой точки, взятой енъ прямой лини, можно 
бсезда опустить ча нее перпендикулярь, и притомз только один 

4} Пузть требуется провееть перпендикулярь изъ точни С къ пря 
мой лиши АВ 

Произвольпую точиу О прямой зиши АВ совдинии» съ данном точкою 
С, получатся два смежные угла; если они равны между собою то прямая 
СР будетъ перпендикулярна къ АВ. Положвмъ, 
ито этя углы неравны, напринзрь  СПОВ меньше 
АС; ноетроимъ уголь ВОЕ, равцый углу СОВ, 
п отложикъ ОЕ, равное ДО, наконець, соединиять 
точку Е 6 данною точкою 0; полученная таки 
образожь прямая СЕ будетъ перпендикулярна къ 
АЗ. Въ самомъ дб, перегнузъ плоскость чертежа 
на примой АВ, хакъ на оси, такъ, чтобы плоскость АВЕ легла ва 
плоскость АВО, пайдемъ что, по равенетву угловь ЕОВ и СОВ, бокъ 
ТЕ побдеть во ОС, а, по равешотву боковъ РЕ и 0С, точка Ш со 
вцадеть съ С; слВдовательно пряшая О совпадеть еъ ОС ($ 10), а 
вибств съ тёмъ и уголь ЕО совпадеть съ углом ООС И тавъ 
прякал АО сюставияеть равпые смежные углы съ СЕ змачить АО 
перпендикулярна лъ СЁ ($ 24), и СЕ периенцияулярва къ АВ ($ 39) 

Й тавъ ны доназали, что изъ всякой точни С, взятой зв® прямой 
АЗ можяо опустить па нее перпендикулярь 

2) Пусть прямая СО перпендикулярна къ АВ; надобшо доказать, 
ито всякая другая прямая СО, проведенная изъ точки О къ прямой 
АВ, будеть павдонная. Отноевтельно двухъ пересфкающихся прамыху 
1С в ОС, лишая АВ воть ебкущая, а потожу знфшшй утоль ВОС, 
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на бок% которато находится точка пересёченя С, больше соотвётетвен 
наго ему угла СРО ($ 44}; а вавъ ВОС прямой, то СПО острый, а 
съ т5ыъ выфот* СР павлонная въ прямой АВ ($831 26} 

Точка О пазызаетсл основашемь перпендикулара 


Предложена. 


$ 32. Ель изв точки, озанюй внь прямой лишь, провесть 
кг ней перпендикулярз и павлонную, то перпендинуляюз короче 
наклонной 
Пусть ©0 порпепдикуляриа &ъ АВ, а СП наплошиал; надобно дока- 
зать, что СО меньше СФ. Продолжимъ перпендякуяярь СО и отловить 
ОЕ=0С, точку Е совдинииъ съ № 
7 Вели перегнуть паосноетв на иряной лини АЗ 
Н] хакь ца оси, то по равевотву прамыхь угловъ 
| РОЯ и 0ОС прямая ОТ пойдеть пе ОС, а по 
равенегву прямыхь ОБ п ОС, точка № упадеть 
. въ 0; слёдовательно прямая РЕ совыботится съ 
Фиг. 25. 00, лоэтому ОЕ == 0С. Прямая лишя СЁ вороче 
хонанной СО, проведенпой между точкани Са Е ($ 16}; слбдова- 
тельно СО, камъ половина СЮ, будеть короче СТ, составляющей также 
подовину ломанной СОВ 


Предиожевте 


$ 53, Если из точки, озятой внь прямои лини, проведены 
кз ней перпендикуллюз и наклонныл, то 1) ть наклонный, ко 
тория равно-отстоятз отз основийт перпендикуаяра, равны 
между собою и составляютз равные узлы сз прямой, 2) из 
926 наклонных разлимно удаленных отё основайя пвриенди 
хулара, та больше, которая ототолитг отз нею дальше 
1) Изъ какой нибудь точки С проведеиъ перпеидикулярь СО въ 
прямой АВ’ отъ тбчкя О основанёя перпендивуяяра 
отложимъ равныя части О0=О№, наконець прове- 
демъ накаонныя СО я СГ, иадобло доказать, сто 
СР=СЕ. Перегнемь плосвость чертежа на лнии СО 
хакь на оси; нри втонь ОБ пойдеть по ОР, по ра- 
Ри. 26. венству приныхьъ угловь СО0-=СОЕ, а но равеи- 
отву зишй ОГ = ОЕ точна О упадеть въ № и приныя БС п ТС у 
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поторыхъ есть кв общ точки, совпадуть одна съ другой, елбдователь 
во 006 равны шежду собою, и уголь СРО равень СЕО, ибо сова совиЪ 
СТИилИСЬ 

2) Пусть СО перпендикулярна АВ, и О@ больше ОР: адобно 
долазать, что пакловвая С больше наклонной СЕ Отаожниь 0) ОГ 
при этомъ точка Г необходимо упедетъ между О и ©, потому что Об 
больше ОГ; проведешь наклонную СФ, которая равна СЕ ибо оне 
равно отстолтъ оть основаня перпендикуляра. р 
И такъ допажень, зто С@ больше навлопной 
СР. Сь этою цёлью возотаввмь перпенияку- 
дяръ изъ точки Г къ пряной СБ онъ пой- 
деть виутри угла АПС, потому что этотъ по- 
сайд  вакъ внФныйЙ для переобкающихея 
пряныхь СП я СО, при овкущей АВ, больше соотяфтетвениаго влу 
прямаго угла СОР ($ 44); значить  этотъ перпендануляръь проходя 
вЪ }гаф АОС, пересбчеть навлонную Сб въ т09#ф М. 

Изъ точии С къ пряной ОМ проведеиъ перпелдинулярь СТ) и пак 
хонная ОМ, слфдовательно накаонная СМ больше пероендакуляра- СО 
я подавно Сб болыле СП, потому что Об больше СМ 

Предложенте, 

$ 54. Обратпо. 0% равныя навлонныя равно отстоять ость 
обнованая перпендинуляра, 

Дъйствительно, если 6ъ эти иавлопныя неравно удалялись отъ оено- 


вашл перпендикуляра, то он были бы шеравны между собою ($ 53 
28} что противно условию 


Предложенте 


$ 55. Изз точки, озатой внь прямой лиши, недьз провесть 
кз не треть равныхв наклонныхе 

Вь самом ЛЬ, есяя изъ данной точки провесть перпендикуляръ 
къ прямой, то могутъ предетавиться три случая: 

1) Перлендякулярь созпадегь съ одпою ивъ этитЪ трехъ лин, тот 
да эта лишя будетъ короче остаяьныхь двухъ ($ 52); 

2) дв лиши будуть по одну сторону перлендикуляра, слфдова тель- 
но 018 перавны ($ 53, 2-6); 

3) всё три лизйи придутся по одву сторону перпепянкуляра, 048 
довательно всё три будуть различной длины ($ 53, 2-е). 
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$ 56. Разстолмае отз точии д0 прлмой измтьряется терпем 
дизулюрома, проведенныме иза этой точки кз прямой; потому что 
изъ точки не прямую можно опустить одипъ тояько перивндякуляръ ® онь 
короче всякой прямой лиши, соединяющей эту точку со воякою точкою 


прямой ($ 52) 
Прадлож виае. 


$ 27. Велная тонка яертендивуляри, возезтановленнсяо чз се 
редины чрямой, фавно-отеннлииь пиб концов этой рана; & 
всякая зпочка, лежащая вить этозо порпендикуляра, не равно 90% 
лена отз виьк же точен. 

1) Пусть точна О (фиг. 26) воть середина прямой ОЕ, и прямая 
СО перавядикулирна къ ОР. Вовьшемъ накую набудь точку С на этоиъ 
пермендикулир® и соедичинь ев съ кондами Ри Г прямой ОГ полу- 
чиъ равных наклонныя, ибо онф равно-удалены отъ ооновашя О пер- 
пендинушяра СО ($ 53, 1-6) 

2) Возьшемь точку №, внф перпеняякуляра СО, проведеннаго через 
середину С прямой АЗ и докажень что АР 
больше ВГ, 

Соединив точиу 1), паресёчеше АЁЪ съ пер 
пеидикудяромь, съ коицомь В праной АВ, 10- 


_ лучщяь РВ=0А ($ 57 4-е). Прямая В короче 
Фиг. 28 доманной ВОГ, те 
ВР«ВО-НЕР 
нап ветавивь дыйсто ВГ равпую ей АГ, пелучиит 
ВЕЗАБ-РОЕ 


жи ВЕЗАЕ 

$ 28. Слиделье 1. Перпендинулярь, проведенный чрелв сере- 
дину прямой, проходить чрезь веть точки, расно-удаленныя отз 
зонцюеь этой прямой. 

Действительно, в08 точки этого перпендикулира равно-отетонть отъ 
попов ляни, а 806 точни, дежашия внё того же перпендикуляра, уже 
иеравко отетоятЪ отъ упомннутыхь кондовъ ($ 57). Поэтому говорят, что 
перпендинулярь, возставленный изъ сородины примой, ест, звомет 
ричесвое мосто всттз тючека, разно ‘ототолщуияе ить концовз ел. 

$ 59. Ольдстве П Пусть точви С к Ш) равно отстоять отъ лон- 
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цовъ А и В пряной ик АВ т, в. молагаень, что АС=ВО, Аб= 
ВО Легко понять, что прямая аншя СО проведеиная чрезъ точки 
Си Ш будеть перпевцикузяриа 5ъ АВ и пройдеть чрезъ середину 
этой послфдией. Въ самом дёлЗ, если вообра 
зим перпендивулярь нъ АВ, проходищ чрезь 
середину этой лишя, то онъ пройдеть чрезъ ве 
точки равно-удаленныя отЪ конновъ Ан {$ 83), 
а 648, пройдеть и чрезъ точин Си О; таким 
образомъ этотъ воображаемый перпендикуляръ бу 
деть инфть деф обиця точки съ прямой ОШ сабд оть сольется въ 
СП; значить СР будеть перпендинудяронь ль АВи пройдеть чрезъ 
середину этой лян’и 


Параллельныя лини 


5 Свойства параллельныхь лишй, Части иараллельныхь ный, зеалици между 
параллельними, равны между собою. Разетолие между параллельными ли- 
ями вездф одиважово. Дьф ирлмыя, соотьйтетвенао нараллельния или 
перцевдикучярцыя двум® другие острчающимек пряхыьь, пересфулются. 
межлу собою, и составляють уголь дополвительный или ралный углу между 
лишими, которымь 02$ параллельны нли перлендикулярпы. 


Прилоинаинь ($ 50) что наубалельными хинями назноотся 
эшифи прямыя ии, которыл, находлеь ма одной плоскость, ни 
позда не встутьчинттся, сколько бы изо ни пуодочоваль 


Продложение 


$ 60. Деж линии будуть параллелини если отз переспаешл 
ить прямою. 

1) сумма внутренниха улов? по одну сторону сокущет, равна 
двум прамыме уиламь; или 

2) сумма онтмвнить узловз по одну сторону спкущен, равна 
дума эрямымо узламь; наи 

3) спутренные противоположные умы равны; или 

4) внъииие зротивополононив уалы равны’ или 

5) соотозмиетвенные узаы равны. 

И ДВЙСтВИТельно,, на основани 8 46 47, во веБхь этихь случа 
ять правыя 36 могутъ первебаьея, сколько бы вхъ пи продолмаля. 
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Предложение 


8 61. Де» прямыя, пернендикулярныя кз претьей, параллель 
ны между собою` потому что, на основан $ 48, тая дини па веемъ 
протяжеши ихь ва втрётатся. 


Предхоженте. 


$ 62. Чрезв ссяную точну, взитую онъ прямой, можно всезди 
яровести ив неё зпраллельную линю, притомь поло одну. 

1) Возьмемь какую нибудь ирнмую АВ и в16 ея точку С; на 
добно объяенить, что зрезъ эту точку можно про- 
ввети праную парзлдельную къ АВ. Изь точви 
С опустимъ перпендикуларь СП на прямую АВ, а 
лъ ааши СО, изъ точки С, возотавишь першен 
дикуляръ НЕ: перпендикудяры НЕ я АВ къ одной 

Чик. 30 п той же прлыой СР будуть параллельны между 
собою (8 641), т в. НЕ параллельна АВ. 

2) Надобно объяснить что кронё прямой НЕ нельвя провесть 
другой лиши, чрезъ точк? С, параллельно АВ Чрезь точку С про- 
ведемъ какую вибудь пряную ОЕ, разлячную отъ СЕ; она будеть #а- 
заонною къ со, потому что чрезъ веякую точку возможенъ только 
одинъ перпендипуляръ. Принёняя лъ периепдякуляру ВО к наклонной 
СЕ лзабетный лостулать ($ 49), найдемъ, что СЕ первобчеь АВ 
Сказаииое здфеь о примой СЁ примфияется ио волвой прямой, прове 
денной чрезъ О, за исключешень СФ: во оц пересёкуть прямую АВ 
по ту или другую отерону перпендивуляра СО Этим и доназывается, 
что ножно провести чрезъ точку только одну ‘параллельную къ прямой 


Предложение 


$ 63. Если д0% лиш параллелны, то 

1) сумма внутренних уъловь, по одну сторону сюкущей, равна, 
деумё поянымв умамз; 

2) суниа онпленихе ул0вз пб одну сторону стиущей, равпа 
двумё пиямыме лима; 

3) внутрен противоположные узлы равны, 

4) внышие прртивополоменые узлы равны 

5) соотатьтетвениые лы равны. 


— 97 — 


Пусть АВ параллельна СХ ЕГ-—ихь сёнущая, падобно доказать 
что сумма внутрениихь угловъ, ВОН -- ОН, равпа двумъ прямывъ 
Допустимь противное, что сумма их иеравна увумъ 
прамынъ; согласко этому предположеню построит 
уголь КОН дополнительный углу РНС до двухъ 


прамыхь; чакь пакь сунма ОНО --КОН двухт [^ 
впутрапнихь угловь по одну стороцу обяущей 
завна двунъ прямымь, то лишя СЪ параллельна || Ч 
СЛ (860); поэтошу чрезь точну © проведены дв В Г | 
прямыя АВ и ОК параллельёо лини СО, что по 
возможно ($ 62) Отоюда олфдуеть, что нельзя 
допустить, будто бы сумма внутрениихь угловъ, пю одну еторошу 58 
кушей, ие равна двумь прямымь  значитт сумиа ‘ихъ действительно 
равна двумъ прамыму 

Доказавь этотъ случай, ебъ обтальныхь заключимъ на осповани 
предложеня изложелнаго въ $ 41 по которому равенотво двум прл- 
мышь сушхы двух внутренних углов, по одну сторону ‹Ъкущей 
внечеть за с0б0ю равенство внутреннихъ противоположныхь углов 
виЗшнихь противоположныхь, равенство соотвётетвенныхь угловъ и 
равенство двумь иранымьъ суммы двухь заФшнихь угловъ по одну $70 
фону сфкущей 


Предложение 


$ 64. Доюа двъь ирамыя пересючены третью и сумма вну 
зпроннихе узловз, #0 одну сторону стиущей, нераена даумз пря 
эымё, то эт лини порестнутся (фиг. 31}. 

Путь 65 п СР будуть данныя прямыя, а СЕ лхъ обкущая, поло 
жииъ, что сумма утловъ ДЫ@ з К@Н изнфе двухъ пряныхъ. Построизъ 
утолъ НЕВ дополнительный до двукь праныхъ углу ОН@, получинъ 
прямую 6В, парадаельпую ОГ ($ 60) и различную оть СК; а какъ 
чрезъ точку @ можно провесть только одну параллельную къ СР, то 
К дошжиа переоёчь СО. 

$ 65 Знаменитый гречесн теомотру, Эркдить, жизпий въ И ви 
до Р. Х., приняль это преддожеше за акеому (извфетная 4-я дпсома, 
ем перзводъ 9. Пвтрушевенаго Эвкандовых началь восемь нить). 

Въ нашенъ’ руководств, какъ и въ большей части сочинешй по 
геометрии, допускается безъ доказательства, что перпендикулярь вотрё 
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чавтся сь навлонною; очевидно, что это посяёднее допущение воть част- 
вый случай 11-й акоохы принятой Эвклидомъ 


Предложен!. 


$ 66. Прямоя лилия, перпемдинулярная кз одной ‘изв дут 
парвллелинить, перпендинулярна в кз друюй (фиг. 23). 

Пусть АВ паравленьна СП, и Г@ перпендикулярна хъ АВ; надобно 
понавать, что Е@ перпендикулярна къ СО. При пзрадлельныхь ляшяхь 
сушиа ввутреннихь угловь ОбР и В равна двунъ примыиь ($ 63), 
а какь ВЁР@ прямой уголь, то ОВР тавже прямой и Е@ порпендику- 
лира въ СБ 


Предложение, 


$ 67 До прямыя, параллельных порознь каной нибудь претьея 
лини, параллельны межюду собою. 

Пусть АВ п СО параллельны праной ЕЕ; на 
добио доказать, что АВ параллельна къ СО. Про- 
ведемь СН перпендикулярно къ ЕЁ: она будет 
перлелдинулярна къ СО я АВ ($ 66). Поэтому при- 
ныя АВ в СО, будучи перпендикулярны къ СЦ 
($ 39), параллельны между с0бою($ 61) 


Предложение 


$ 68. Чвоние параллельных лежашия между параллельными, 
равны между собою (фиг. 33). 

Пусть АВ параанельне СО, а АС параллельна ВГ падобно дока 
зать, что АВ=СР и Аб=ВО. 

Провадемъ сбкущую ВС, которая при параллельных лишяхь АВ я 
СР составять внутренне противоположные равные углы АЗС == ВСР, 
тан!е же углу получатся при другихъ паралиель 
ныхъ ЛО и ВО именно СВО=АСВ. При та- 
кихъ усломяхь, перемветинъ часть плоскости 
ВСП такь, чтобы точка В соввала 0% Са 

фиг. 33 точка С съ В тогда прямая СГ пойдеть по 
ВА, потому что угол ВСР==АЗВС, а прямая В. пойдетъ но СА, ибо 
уголь СВЬ=АСОВ; слФдовательно точна Г) одновременно должна па- 
ходнться на увухъ пряныхь ВА н СА, значить опа доджпа созцаеть 


— 29 — 


6 точкою А Поэтому понцы С и О прамой СО совпаля съ концами 
Вил праной АВ, значить—пряная СО равна АВ; коы ВиО 
прямой ВО совпали съ концами С к А прямой СА а потому ВЬ-=АС 


Предложение 
® 


$ 69 Разстолме мелиду параллемнами мийями вездъ оди 
наковд. 

Нусть АВ параллельна СТ) Возьмемь по пронзволу деф точки Ни 
Г па одной изъ параллельныхь, наприжёрь на АВ и пропедемъ пер 
певдикуляры Е@ и РН въ лише АВ; онй т 
будуть перпендикухарны и въ СО ($ 66), и сад 
параллельны метлу собою ($ 01). Части парал- 
лельныхь Гб п ЕН, лежация между параллель- . _- 
ными АВ и СР равшы между собою (\ 08), Фиг, 34 
олд. Е@= ГЫ а эти лини выражаютт разстояне мевду параллель- 
ными дищния АВ и СО. 


Предложене. 


$70 До прамы, соотвтиственно параллелиныя двумв ветирль 
чаощикиея прямым, пересъкаются между собою и составляюте 
уеолз дополнительный илц равный узлу между линйллиь, которыми 
он параллельны. 

4) Возьмемъ двф пересфкающияся прамыя АВ 
я ВС; пусть ЕЁ параллельна АВ, и СН параллель- 
на ВС; долащемъ, чте прямыя СЁ и @Н пересввут 
си, Положныь, 919 оз не пересфкаются, слёдова 
тельно полагаемъ что оп® параллельты между со 
бою. ДВ прамыя АВ п @Н, будучя параллельны 
ЕЕ, необходимо паралленьны между собою ($ 67), 
т. в. АВ параллельна @Н мо, по условно ВС также параллельна СН, 
саЪдовательно чрезь точну В проведены дв пряныя ВА п ВС нарёя 
лешьшо прямой ОН, что невозможно ($ 62). И такъ предположен в лаше 
«будто бы ЕРибН не вотрьчаются» ненёрно и сафловательно ЕР пере- 
обчеть СН. 

2) Пусть ВА параллельна ОР, и ВС параллельна ОН Налобио пока 
зать, тто, напринбръ, (фиг. 36,) уголь АВС==РОН и АВС--КОб=-20 
Продолжим ВС и пусть М означать преобчень вл съ прямою ОР. 


Фиг. 85 
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При цараллельныхь тныяхъ АВ и МЕ и сфкущей МО имфемъ равные 
соотвётетвенные умы АВС=ЕМС; при дру- 
тихь параллельныхь МС и 6Н и сёкущьй РЕ 
соотв тетвеные углы также равпы, стВд 
ЕМС=тОН; зшачать АВС=УОН. Разематри 
зая тие параллельныя и т% же офкущея, иоху 


чамъ ($ 63. 
Ти. $ АВО--РМИ=20 
ММЕ=РОб, 
и отеюда &ВО-ЕЕОв=2О 


Тетво занфтить, что т® углы равны, которыхь бока направлены 
въ одну сторону, папримвръ АЗС и РОН, вади въ стороны противных 
паприыфуь АЗС и СОЕ; а тВ углы дополнительные, которыжь одна 
пара параллельныхь боковъ направлена въ оцдпу сторопу, & кругая 
пара-—въ противуположныв стороны‘ причемъ направления лиш призи- 
мзются оть вершацъ угаовъ 


Предложенае 


\ 71. Дов прямых, соотеляпетвенно перпендитулярныя двум 
вопрчиощимоя прямым, пересъкиотся между собою и состав 
#11075 уюла дополнительный 90 дву ярямых наи фивный уму 
иеюду затами, хоторымь отъ перпендикулярны. 

1) Возьмень дв пересфкающилея прлыыя АЗ и ВС и положим 
ито ЫГ перпеидииулярна вь АВ, а 6Н перпендикулярна ть ВС; па 
добно показать, чт прямыя 6Н и ЕР доджны 
лересфчься. Положимъ, что опё не лересфиалются, 
сяфдовательно полагаемь что онё парадельны 
между собою. Прямая АЗ, шо условию, перпенци- 
вулярна иъ ЕР слЪдовательшо она перпендиву- 
ляриа и № Нб ($ 66) которая полагавтол па 

Фиг. 37, раллельною ВЕ; а каяъ ВС также перпендикуияр- 
ча по условро, къ прямой СН, то чрезъ точку В проведены лва пер- 
пендинуляра ВА и ВС къ прямой СН, что невозможно (8 51)..И таль 
предположеше паше, фудто бы ЕТ и @Н ие ветрёчаютел, пезёрие и 
слфдовательно ВР первоёчеть СН. 

2) Пусть РЕ перпендинулариа кв ВС, а 1` порлендикуляриа нь 
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АВ, надобно доказать что  напринёрь уголь ОЕЕ — АВС, 
1 ЕЕМ--АВС=20 = 

Чрезъ вершину В проведвнь В@б и ВЫ соотв - 
отаенно перендикулярно кь ВС и ВА эти периел- 
дипуляры воотвётетвенно параллельны прямымт ЕО 
й ЕР, именно 6 параллельна прямой РО), а ВН 
параллельна ЕЕ ($ 61). Поэтому на основан предь 
ядущаго предложеня Ъаг 38 

ЕЕ = ВЫ в ЕРМ - 6ВН = 21, 

Но угаы @ВН п АВС равны между собою, потому что одинь и 
тотъ же угозъ АЗ@ служить допознешень до прямаго каждому изъ 
пихЪ; вотавивь зь предъидущя равенства выфото угла СВЫ уго 
АВС, зиу равный, получамъ 

ГЕ -- АВС 
ЕЕМ-- АВб =20 
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ОТДЬЛЪ ВТОРОЙ 


Прямолицейныя Фигуры. 


6 Маогоугольниеь, его периметрь стороны, углы, дериили, хорды, дато- 
поди и зифин{е углы. — Политоны выпулкые. — Сумма угковь вифшнихе 
и внутревнихь выпуклело полихона. -— Раздлозв полигоковь по числу 
илов, 

$ 72, Мнозюуюльникоме или полионом пазывавтел часть плос- 
вости, ограниченная со воБхь еторонь прямыми лилии, ебставляю- 
щими домаяную линию. Эта ломапиая называется 
перциетромв употоугольниха, Веякайя прямая, 
входнщан въ соетавь периметра, пазылается (240. 
Фоною кап бономе ипогоугольнияа, напримбрь 
АВ ВС, ит. к в ннотоугольниев АВСПТ, 

Зельй утодъ, собтавленоый двумя посяфдо- 
звательными сторонани многоугольника, лазывает- 
сл узломь нноюуюльника, напримфрь уголь АВС; а вершины этихт 
угловъ- вершинами мноюушльниие, паприиёръ А, В... 

Хордою многоугольника пазывается прямая, создиляющал камя ли 
будь цв точки периметра, наприиёрь МР. 

Далональю называетон прлиая, соединяющая двё нвомежныя вер- 
шины многоугольника, напр. ВГ. 

Виыиииие узломь иногоугольняка пазьыгнаетоя уголь, состаллениый 
одвою изъ двухь омежлыхь сторонъ и продоящешомь другой, папри- 
ийрь угодь ДЕН. 

Вь протявоположноеть вифщнимь угламъ, онутрениеми углани 
навываютел углы многоугольника. 

873 Выпунлимв полаиономь ишя выпуклымь многоугольиконт 
называется такой мпогоугольникь, хотораго ие- 
ринетрь пвуестиаетел прямою ие болде, как вт, 
двухь точкахь, папр. АВСОЕ (фиг. 33). В 
противно случай ниогоугольниюю имфеть 020- 
дяцив умы, пап. АВСБЁ, въ котороя уголь 
С входящ (фит. 40). 

Въ настолщент курс в разоматриваютсл толь 


иг. 89 


Фиг 40 


{0 выпуклые многоугольники 
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Предло жене, 


$ 74. Сумма вныиниеь уловь, происшодшняв отв продолженая 
8% одну сторону веъусь боковя мнозоурюльника, равна четырем яря- 
мым. уламъ. 

Возьмень какой иибудь  многоугольникъ (выпуклой) АВСОЕ, 


продолжниь ого бока АВ, ВС,... въ одномъь папралленш, па 
зовему, бупами в В; е, @ ие образовавшеел узлы, и покажем, 
что И 


буквою Г, кажь всегда, означень прамой ухо». 

Чрезъ какую пибудь точку О ироведемь ирамыл паралельно вебвиь 
бокамъ миотоугольнина и въ одну сторону съ ` 
продолжен ный этихь бокоь, именно О парал 
хельшю АЗ, 06 паралавльшо ВОО’ пт. д. 
таким, образошь получатся углы при точки О, 
соотьфтетверно равные анёшипиф угаамь мпо- 
тоугольника именно РОб-=5, СОН =е, ит 
д, иаконець РОК == 4, потому что стороны 
этыхъ угаювъ параллельны и одинаково направ- 
аены ($ 70}. Но сумма вобху, отихь угловъ, 
около точки О, равна четырежь прлмыиъ ($ 35) 
сафдоватольно и сунма внфилих угдовь фавиа четырем пранынуь 


ми, 41 


Предложение 


$ 75. Сумма вена» вшутреннита узловь мпозоуольника равна 
Фвумь прамымв зримо. умиотсинымь на число саторонь мно 
заольника боль даужа. 

Возьмем миогоугольникь АВСОЕ (фиг 41) произнольнаге чясла 
стороны; для общиости цазочеу» буквою 2 чиело его сторолъ изи вер 
зпишъ, Проколиив вов бока д одну сторону, получим при каждой 
першии смежные углы, которыхь сушка, какь извфотыо, ‘рана двум" 
прямынъ’ а сумма сможныхх углозь пря вофхь першинахь равна 2-м» 
прямыиъ, умпожешиымъ па число вершинь 2, что составить 2Пя, 
тАВ О овшачаеть прямой уголь. В эту сумиу пойдуть пс№ ваутрои 
118 углы и вой вифцийе, сумма этяхь посинахь раниа 40, слВдове- 
тедьно сумма влутреннихь угшовь равна 

20%—40 пая 20—71) 
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$ 76. Многоугольниви получаютъ фазлнчпыя изавания по числу ихь 
&торонъ или, что то ще, ио числу пхъь угловъ. 


Треугольникомь называется миогоугольнихь 9 } сторонахт 
Чотыреутольникоюу иди чотверостороиникомь › 4 ‚ 
Патиугольтикомь или патистороннииомь 5 ы 

р ид 


Шестиугольнииомь или шестисторолиикомь 


Пуммьнинее. Очевидио, что двф порвефкаюнияел прямия литёи, образуя уголт 
ие ограничивают плоскости; самое мепьшое число лиИй, отраличивающихь 
плоекоеть -то.три. Бели бока какого нибудь угли чересфчемъ примою, то по- 
дучимь между пими опредёлепиую плоскость, ограпиченпую тремл прямими: 
зто трезиольиикь. Въ случа паразлельлостн двух прлзнлхь, нодостаточто трезьей 
прямой дял отрапичещи илоедоееи между этихи пароллольиымт, в пообходимы 
еще по крайней мрЪ дав лиии. Мристуиая къ изехбдоваюю слойссьь упогоу 
тоязневоть, паЧИемт ©% треугольников, 


7 Трертольниюь: его осповятйо и высота. -- Сумма уро треугольннкй па) 
треппяхь и сифлнихь.-—Раздфасш!е хроугольиива но утламт. --Икотепуза, 
и категы.—Раврин® углам» противудежать рапцие бока, и паобороти 
Разиблеш в треугольниковь по сторовамь; слойстиа троугольликовь ралео- 
бедренныхь м иравизецихь, — Большему услу ву троугольнихй протипулен 
жить больиий бокр, и па оборесь, -- Жоли во двухь туюугольиикахь двб, 
стороны соотвтетиенно ранним, а угхы между пики ко равим, то большему 
утлу противолеаить и большая еторопа. 


$ 77. Мы уе видфан, что тфеугольшикь есть мпотоугояьникь © 
эрехв сторомахъ; схвдовательно треурольникоме называется часть 0106 
дости, ограничепиая с0 воЪхъ еторонъ тремя перосфкающимися прямыми 

Во всядомъ треугольнихв--три стороны и три угла, какь тВ, тан 
й лру#е иазываются частями треугольинла` сдёдовательню во пеякомь 
‘треугодьияя весть частей. 

Каждую оторопу ‘треугольника, по произволу, можне ипрпиять за 
еноване, а разстопне ен ло протавуположной 
вершщишия называется высозною треутольнииа. №- 
этому въ треугольнияй АВС ослонащо ве ЛС, 
а ВЮ—высота, похагаи, что ВП перпонкинулирия 

Фиг. 44 нъ АС; оли и привять ВС за основав, то 
церисндикулярь кь лей АТ будоть высота въ первокт принёрв вы“ 
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‹отл ВТ) падоеть виутры треугольлика ЛЗ, а во второмь призфрь 
высота АТ падаеть зн® треугольника АВС. 


Предложение. 


$ 78. Сумма внутренние узлова треуюлника фавна двумь 
прямым умаем, 

Предложен! это составутеть частный слугай предлодешя  опредь 
инощаго офиму пиутреннахь угловъ венкаго миогоугольника ($ 74). 
Дуйетвителрно, чело оторонь троугольцика равио 3  слёдовательно 
сумма виутреннихь углевъ туеугольцина равна двумъ прамымт, повто- 
ренпышь тра безъ двухь (3—2) раза, иль 1 р8зх, и такЪ получинь 
два прямыхь. 


Ирииилинйе. Поть друтое хокозалельстно этого иредлоления. Возрмсмъ какой 
пибудь греутолаииит АРС, Лрюдолжимт сторону АВ, и трель точку Й ирюводемт, 
прямую ВЕ, нараллельную боку АС. З5 сдбкомые па- 
разлозьноетя лиш А АСУ ВЕ, при еблущей АЪ, ниб- 
север ровнме соотяфтстиениме умы 

А=оВе, 
а при ебкущей ВС имфемь рапимо впутрение проти но 
пололиые угли 


свт. Фиг. 45. 
В, ло сдну сгоропу прямой АП тазна двум пра 


С 
Сумма угловь ири точи 
ммут углами, т. в. 


А30--ОВЕ--ПВЕ =, 

Сифдоватолено АВО-ЕС--А-=90. 

Сумна пифышихь угловъ треугольника шань и всякале ниогоугол 
пица, рава четырюмь прамань ($ 74), 

$ 79. Ольйетей 1. Дополившому до днухь прямыжь нь суши 
уголь А и С треугольника АЗО (фиг, 43) служить трет уголь АВС, 
который служеть также пополнением ко двух прямыхт и вызшиену 
углу ОВЛ ($ 29); слфдовательно ОВ ==А-ЬС ($ 32), т. в, они 
упал» зпролольниха равен суммь дауль пнутреннияь 91400 с5 
эмь песме 

$ 80. Оллйотее 3. Боли да ла троролониюя соотиит- 
сопвенно равиы доумь лам дир прорюльниия, то и третьи 
злым фавны меокон собою: иозом? что эти посдфдие утлы будуть 
инфзь рапшыя домодиешя до двух прямыхь, именцо сумны осталь 
ныхь двухъ углов. 

$ 31. Слпдотае 3 Вь треуюльниюь только одинь узоль мо 
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эжемз быть прямым? нли тупым 


На оеноваши этого свойства, треугольниил ро угламь, длятся п“ 
три рода 

Треугольшикъ называется рямоулольныме эреуюлуникомь, всли 
въ немь воть прямой уголь. Причемъ бокъ, противулежащи прямо 
угау, пазываетея млоненузюю, а оетольные два 
бока — кажетами. Тавъ, если утолх А прямой то 
ВС пиотепуза, а, АС и АВ катеты. 

В: ярамоуюльномь треуолинакь сумма ость 
ый 2ы0ё узл0вё равна прямому узлу; потому что сум 
Ч на углонъ во всяжомт троугольникт рулна диумз 

прянямъ, 

Треугольникь называется вупоузольныме преуюльнииомь есди вт 
немъ есть тупой уголъ. 

Вь остроуюльнома треугольшия® вов углы острые. 

Треугольник, въ тоторомь ийть прямаго угла, называете #00 
зпольнымь; олфдовательно косоуголгный треугольныхь можеть быть ту 
доугольный и остроугольный. 


Ги, М. 


Предложене. 


$ 82 Равнымь умамз пуалольита пропивуложать равные 
бона 


Пусть въ троугоаьникь АВС ухоль А-=утау В цакажеиь что 
Аб=ВС, 

Раздиимь уголь С по-полвиъ прамою СО; тогда въ треугольникахь 
АСП и ВОО, интющихь по два рапиыя угяа имение 
А-В, АСО-=ВОО, трей уголь АДС-=СОВ (8 80). 
При тавнхь убловях, соди согиемъ чертель ца диши 
СР, какь ца оби, хогда, по равенству углозь при С 
прямая СВ пойдогь но СА, а по равенетву прямыхт 
утлевъ, примая ОВ пойдеть по Од; поэтому точка В, 
| будучи одновременио на двух приныхь АС к АБ, со- 
внадеть съ порвофчотомт ихъ А, сй%к. АО--СВ. Замитимт, что СО 
перпендикулярна иь АВ, мбо смежные углы АЮС л СОВ совыветиаись 
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Продошиене 


$ 83. Обратно, равныме бокамз тоеуюльника противолеокать 
равные улы (фиг. 45). 

Пусть въ треугольники АВС бокь АС-=ВС докащемь, что уоль 
В=уг. А 

Разизлииь угояь С по подамя и согиувъ чертежь по лийи СБ 
увидимь, что СВ нойдеть по СА, а по равонству ихх  тоша В го 
владеть съ Л; а лакь точка Г) остапотея па мёет®, те ОВ совифотят 
ся вь ОА значить уголь В созифотится съ угломь А 

$ 84. Треугозьшиль, в котороих кв стороны равны между собею 
вазываетея равнобедреннымь, 

Въ равцобедреииомь треугольник сторона, перапная двумъ другии%, 
чаще принимается за основаше. 

Въ саде предъидущаго иредложошл, ой равнобедренномь тре 
зпольникь, дм при основами равны между собою. Высота про 
годизиз чрезз середину осповощя в дълизтв пополам ул при 
вернииить, что яешо изь ковозательства предножешя параграфа 82 

Тувугольниеь, въ которомъ вов стороны равиы между собою азы 
ваетел равностороннимт. 

А ввкъ разнымь бокаиь ‘троугольтика протипулежать равные углы, 
то въ равцоеторониемь треугольнихй вез углы также равпы между с0- 
бою. Повтому, равпосторопий треугольник вохь въ 10 же время и равно- 
узолоный. 

Разностороший треугольник, но призии и раненолва №10 утдовъ, 
навьгвается также правидныме преуюленикома, 


Предложение, 


$ 85 Большему уму вв треуюльнииь противулежить боль 
и бон. 

Пусть угодь САП троугольиика АВС больше 
угла С; долажемь, что бокъ ВСТ-АЗ, Въ большем 
угаб папесемь мерышй ори 60% АС; подожимъ, что 
угоаъ РАС-=0. Въ треугочьник® АСР протизъ рав- 
ныхь угловт Си А лежать равныя сторомы ЛО 
СТ ($ 82). Пряжал АП короче ломаниой АВ, т. в. 

АВ«АО--ВЬ; 
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поставивъ, амфета ЛГ), ей, равную СФ», получим 
АВ -ОРЬВО ии «ВоВе 


Ир даожиыЕ 


$ 86 Большему боку оз треулоникь пропиюузежить больший 
уз. 

Пусть зъ трейольнияь АВС бокъ ВО>АВ, докажемь, что уголь 
ВАС>С На бельшегь бох®, отф вершины 3, цацеемь моньший бов, 
путь ВО=АВ, при чемь точка О дошжиа на 
хокитьсн между точками В я С; поэтому иря- 
ная АГ будеть лежать въ угл ВАС: зиа- 
чить уголь ВАС > ВАО, а зоть посиди 
равешь углу АШБ, ибо въ чроуголышив АВО 
протия® равшыхь боковь ложать равные углы (\ 83); притовь угол 
АРВ, пакъ вибший дли леребвкающихся пряныхь АС и АП, при о- 
куцей ВС, будоть больше соотьётотвенпаго оиу угца <’ (5 44); слё. 
подавно уголь ВАС>С 


Пренложен 


$ 87 Поли ва даутз зпропольникаха даъ стороны оби во 
омезътиозиоеино равны сторонам друнно энреурюлуники, 4 умы 
между ними норвены то болицому узлу противулежина в боль- 
зиаи сторона. 

Пусть въ треугольникахг \ВОн АВС бмь АБ АВ, К 
ВО, а поль АВС больше угла А'В’О’: хокажемь, чо бокь АС боь- 
ше боха А’С’. Приетровиь треугольниит А’В'С’ къ треу 
хольниву АВС так, чтобы бояъ ВА содмвотихен съ рав. 
и нышь виу бакоме ПС и пусть фи 
этожъ вамдиия А’ сташегь вы точь 
Т}. значить бое ВО ЗАНУ и бовь 

= . . ==. А(, озфиоватеньно падобно но- 
Фи. 8 цазать, что (4) меньше АС. Разрёдим 
умъ АЫХ на двё равныя части прямою В; она пройцеть въ ум 
АЗС, цотону что этозь угол, по уеловно бодьше угла СВО, и с2% 
цовательно поресбчеть бокь АС оъ ивкотерой точке |, которую 002- 
Кинимъ съ точкою О. богцуль пноскость на лин (В, какь ца вен 
зайцеиь, чго ВА пойдеть по ВО, ибо уголь АВЕ-=РВО, и точка А, 
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совпадеть съ 0, потому что ВА--ВР, значить дв точаи Ая ИР пря 
мой АР совнали оъедвуми точкани Хи Г пряжкой ОР, а потому АЕ== 
ОГ Прямая СБ короче зомаиной СРО, 1. е 
Ср < СЕ--ОЕ; 
ветавивь сюда выфето ПЕ, равпую #й АК. получииь 
СОЗСЕ-АЕ маи СОАС, 
потому зто СГ--АГ восчавияють прямую АС 


8 Равенство треугольцикойь; чаети, коетаточныя дия нхь опкредфлены.-- 
° Дав треугольника равпоугольиы, когда нхъь етороны взаимно и соотзфт- 
агвенно пориендинухярия или нараллельли, 

$ 88. Отодетвенмыми узлалие двухь трсугольинковь павываютея 
утлы, дежаще прозивъ равинхь 
торонь, одинь вт, оцнонь тру 
тезьниь®, другой яъ другом; а 
входетвемнылиь боками пазыви- 
ютея стороны, дожащи иротинь Фе 
разныхь угловъ. Такф, воли бокъ АВ==А”В', то угалъ С сходотвеп 
ный 65 С’, Вещи уголь А-=А’, 10 стороны ВС и ВС’ будуть охон- 
отвенныя 


49. 


Предложене 


$ 89. Ясли даь стороны & заклочеочийся меледу ними удлт 
68 одном треуюльнаки равен морознь бвумз сторонаиь в уму 
менеду А в дфрлуюме эжтролоаньиикт, зи астальвыя озодетввы- 
ния члни равны меду соб в эрерлольниии бе разные 
{фиг. 49). 

Нумь АВ: А’, ВОВ п утожь Взз; дозащены 1) что 
АСМ узовь АА и О2аСе. Иаловимь треутожыиекь АВС! ил 
АВС такъ, чтобы поршира А’ совиодала сь Аи бикь А’В’ пошол 
6ы по ДВ; по рапенелну этихь боком, точка В’ совнадоть с В. 
По равенству угловь Ви В бовь В'О’ пойеть по ВО, а как 
боа эти рашиы, то хочие {7 гозпауеть ев О. Бокт А’О’ совналеть 
съ ДО, позову что ковцы его А’ и (/ говиадзит съ понцани А. и О -- 
бока АС; и такь АСззАО, Угкы АхдА и ОО’ потому что ихь 
вермалы и бока оовивотилиеь. 
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2) Вершины треутожьника А'В’С’ совифотились съ вершинами тре- 
угольшик" АВС, самые бока танже совюфетилие:  слФдоватевьио ‘ре 
утольшикь А’О’В' равень треугольнику АЗС. 


Предложен1е 


$ 90. Есл сторона в врилежацие къ ней дед угла одного зтрье- 
польника равны, порознь, стороне в прилеюпииимь въ ной узламь 
в» друюмз ‘проупольнииь, то остилоныя стодственпыя части рав- 
ны между собую в самые траполинити равии. 

Пумь Аб-А/С', уголь АА’ и уголь 0-20; доважень № 
что АВ-А’В!, ВО-В'С/ и уголь ВВ’ Нашожимь гроугояьшиюь 
АС па АВС тавъ, чтобы вершины \ и С’ совмфотились, порвая 
вь Л, а кторая съ С; вм воз- 
можно по равепетву оторопъ < 
и Л'0'. Шо равепетву утнозт А 
и А стоюна А’ пойдеРь по 
АЗ, а по равелетву угловь С п 
у, сторона 0’ нойдеть но СВ. Поэтому точка В’ дояжна одиовре- 
менно лежать на хвухъ сторонахь, АВ и СВ, слфмовательно она упа- 
деть въ точиу ихь пороббчеши В, И такь АВ:=А'', ВСС, по- 
тому что концы этикь ли совуфотилиеь а также уголь Н-П, 
тому чго вормиицы ихф и бока совифотидиеь. Вирочень, равенотво углов» 
Ви В' валусгь подоередотвенцо, бовь издоженя, изь замйчаны ед% 
ааннаго въ \ 80. 

2) Треугольники авже равиы, иотому по ихь вершины и бокя 
совыщены. 


фи. 


Продложснте. 


$ 91. Гели тре стороны однало треузольники роны, порози» 
стронимь друшао зпрерольнини зто п сзиистовиные залы равны 
между собно в треуньилень ринны (фиг. 49). 

Путь АВ--АМУ. ВОВ и АОлаА'С'; докажевь, что увонь 
А =А', ВГУ, С’. Бошибъ допустить, что уголь А. неравешь углу 
А’, то па овноваши предложешя, ивложелиаго $ 97, заключили бы, что 
п бокь ВС перавагь боку 0’С', а это противно условию, едбдонатель- 
во уголь А=А'; также колажотси и равенство угловь Ви’, Саб’ 
Впролень, полазазь равенегво угловь А и 4’ убъждаемся въ ральц- 
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ствЪ остальныхь угловъ и саныхъ треугольвикойт на основащи пред- 
ложеншя, изложенпаго въ $ 89. 

$ 92 Обратшов предъидущеюу предложенно вообще невёрио, те 
еешн углы одного треугольника равиы углаяъ другаго треугольцика, то 
изъ этого пе сяЪнуеть завлючать о раденств® сторовъ треугольнивовь 
И дёветлительно, проведя хорды ОН и Е въ 
треугольник АВС параллельно боку АС, полу 
чимъ треугольники ЗО и 36, вь воторыхт 
углы равиы угаав"ь треугольника АВС, какъ ©0- 
отьфтотвенные при гаралейльныхь лишахь АС 
ОЕ, и 26 и сМкущей АВ, съ одной огоропы фиг. 60 
и ВС съ другой, а уголь В -- общий вовмь тре 
угольнияамт. Между тРмь очевидпо, что сходетвеипыя стороцы к самие 
треугольшаки неравиы. 


Иредложенте 


$ Исли заттанула в острый ла однозо яэрямоуюльнио 
эвреузолиика равны, порознь, ипотинузь и острому уулу дрла- 
за треурюльниии, то и остальный слоденовиныя чаети равны 
меюбу собою # треуюлоники рабни, 

Пусть ль прямоугольлыхо треугольникахь АВС и АЗ’ С углы А.А! тр 
ные иноложиыь, что ниотенуза 30—10’, ре 
и острый уголь ВП’. Въ слёдене тор 
усломя итротю углы равиы, т. е, С=0' 
($ 80); сивдовательно находииел въ усло 
ылхъ предложешя параграфа 90; зпачит® 
вершины к бока троугольнико пъ совмФетлуея, сд АВ-АВ 
АС—=А'С: и троугольшики равлы между собою 


фиш. БЕ 


Нродложение 
$ 94. Реже чпотенуза и потеть одного треулюльника равны, во 
рознь, ипотенузть и катету друмто треуюльника, зто остальныл 
сходетвенния части раины меду собозо в зпреузольники равны (6 1фиг 
Пусть ипатенуза ВОВ’ С’ я датезь А В==А”В. Изаожимь тре- 
угольникь А'В'С’ па АВС такъ, чтобы точка А’ совпадаяа съ А; к 
В! —въ В, Сторопа А’С’ пойдет по АС по равепетву прямыхь угловъ 
А п А слбдовательно точка 0’ будеть лаходиться па аинш АС; ла- 
кинь обравомь изъ точки В, по одву еторону перцендикуляра АВ 
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2} Верлины треугольника А’В’С’ сомфетились съ ворминами тра 
угольника АВС, самые бока танже совыфетились  слдоватешьно тро- 
утольяикъ А'С’В’ равень треугольнииу АВС 


Предложение 


$ 30. Лелё еторона и приложение яз ней два узла одно тре 
злольнива равны, порознь, поронь и прилежаеымз къ ней Зузламь 
3% Орузому зиреуюлонеь, зво остольния соодеанаениия части Ван 
лы меду собою и самые треуольникч авы. 

Пусть 40=А'О', уголь АА’ и уголь С==О’; доважемь: 1) 
что АВ—А' В, ВО-В'С) и уголь В=В’ Наложим» троугольтиткя 
АВС’ па АВС танъ чтобы вершилы А’ и С’ совмветились, церзая 
въ А, а вторая съ С; 916 в0з- 
можно по равенатву сторонь АС 
и А’©'. Но равенетву угшевъ А 
и А’, сторона АЗ цоНдеть но 
АВ, а по разенству углов © и 
С’, сторона СЗ’ пойцеть по СВ Поэтому точна № должна одиовра 
женио лежать па двухь сторонахь ДВ и СВ, слбиоватеньно ока упа- 
деть въ точку ихь пересфчейя В И закь АВ:=А'В’, ВС-:В' 0’, по 
тому чта концы этихь лиш созмфотиниеь; а также уголь В-', цо- 
тону что першины ихь и бока совибетилиеь. Впроченх, равеиство углов 
Ви В сиТлуеть пепосредотленно, безь наложешя, ноъ чамёчапи ед®- 
даннаго въ $ 50. 

2) Тфеугольшики таняо равиы  иотому ато их® вершины я бова 
солубщены 


не. 49 


Предложение 


$ 91. Если три стороны однало трезлольника равны, порознь» 
сиронима друняо зарвузольнита, то и сбодетвеииие углы равны 
между собою в зпреуюньнити ршоны (фиг. 49). 
Пусть АВ--А'В’. ВС-=В' О’ и 40-=А'О’, покажемь, что узонь 
2=А!, ВВ’, О==С'. Шелибь допустить, что уголь А. неравеша, углу 
А’, то на овповаши предложешя, изложениато $ 7, заключили бы, что 
п боль ВС перавешь боку ВС’, а это противно уеловйе, сдбдователь- 
но уголь А--А’, тавто донамотсл и раволство угловъ Ви’, Сиб 
Впрочень, коказавь равемотво угловь А ж А’, убъждаомол въ фавен- 


-а- 


тв остальных угловъ и самых треугольникомь ва остоваши пред- 
ложешя, изложеннаго въ $ 89. 

$ 92, Обратвое иредъидущему прехложенио дообще невфушо, т. в 
если углы одного треугольника равны угламъ другаго треугольшика, то 
изъ этого не слёлуеть заваючать о разенотв® сторонъ треугольников 
И дёйствительно, проведя хорды 0 и 6 въ 
треугольшикв АВС параллельно боку. АС, поду- 
чимъ треугольники ВОЕ и ЗР@ вь воторыхь 
углы равны угламъ треугольника АЗО, какъ 50 
отабтотвениые при паралейшьныхь лишяхь АО Е 
ТЕ, и 6 п сфкущей АВ, съ одной стороны, Фиг. 50 
и ВС 65 дугой, а уголь В --общй вом» тре 
угольиихамуъ. Между тЁмъ, очевидно, что сходстлевныя стороны и самые 
греугольшики черавны 


Иродложан1е. 


$ 93 Бель чпотатуза п острый Задль «дно прямоуольно 
преузольника равны, порознь, ипотинузь’ и дстрому улу друш- 
0 треуюльника, зто ин оспажныя стодотвенныя чаети равня 
меду собою и зиреулольники равны. 

Пусть въ прямоугольных треугольникахь АВС и АВС углы А А. пря 
мы и нодожимь, что ипотенуяа В0=В'С', Е 
и острый уголь В==0’. Въ слвдотие этого 
усдовя итротю угды равны, т. в, 0—0 
(6 80); слёдоватольно находиися въ усло 
мяхь предложешя параграфа 90; значить 
вершины и бока треугольняко въ совывотягол, сдфд АВ-А В, 
А0=А'С’ и треугольники равны между собою, 


фиг. бе 


Предложено 
$ 94. Вели инотенуза и катеть одною треуюдьника равны, по- 
рознь, ипотенузь и катету друмпо треуюльника, то остталания 
отодетвенныя части равны мемеду собою и треузольники равни (В 1фиг ) 
Пусть ипотенуза 3С.-=ВС’и латеть `АВ=-А”В. Напожниь туе- 
угольцикь А'В С’ ва АЗС такъ, чтобы точка А’ совпадала съ А, и 
В’ -—вь В Сторона АС’ пойдеть по АС по равенству прямыхъ угловъ 
А нА, слёдоветельно точна С’ будоть паходиться на зиши АС; та 
кинь образомъь изъ точки В, по одпу сторону порпелдикужирн АВ, 
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должны пройти дв® равны навлонны, ясно, что он% доджны совыс- 
читься ($ 53). Зшачить в остальныя части совифотятсл, сибк, уроль 
В—В', 0—0’ и ватеть АС-=А’С', притомь и треугольники равны 
можху 00600. 

\ 95. Примпиине. Мы видвли, что треузольники равны ебли въ 
вихЪ соотвАтетвенио равны: 

1} дв сторопы и между ними уголь, 

2) стороиа и два призежанив къ ней угла, 

3) три стороны 

4) ипотецуза и острый узодт 

5} инотенуза к катеть. 

ибдовательно, хаждыл изъ упомянутыхь застей опредёляють 18 
угольникь. Напрамёрь, троугольтикь виолив опреёломт, соли даны 
по величин, двф стороны и утоть между пани; потому что во тра 
угольники, построопные съ соблюденемь этого усломя, будуть во 
вебхь частяхь равны и слЬдователине составять одить и тот 
треугольник». 


Предложено 


$ 96. Если стороны одною треуюльникамь папалледьны сторона 
Зрунио треуюльники полям этыть треуюльниковь соотвьятитвен 
но равны. 

Мы уже выдьли ч10 ква угла, кохорыхь бока парацхеньиы, равим 
между с0б0ю иди взаимио допелияють пругь крута до двух прямых 
$ 70) 

1) Положизеь, что веб угам одного треугольника доволнлють углы 
другаго треутальника; тогда суюха пефхь шебти угловь въ обоя тре 
утольнякахь составляеть 6 пряхыхь, а это иевозмовно, потому что суниа 
утаовъ въ треугольник» равна двумъ прямыь, а въ двухт троуголт 
нипахь-четыронь оряымиь. 

2) Иоложимь, что двя угла одиого греугольникя служа копозие 
Мом до двухь приныхь ивумь умамь въ пругомь треугольник, а 
третья углы равшы мевру собою: сущма первых четырехь угловь го 
ставить четыре прямые, слёдовательло сумма вофхь шести угловъ бу 
дот больше чегырехь прямыхь, что невозможно. 

3) Нельзя положить, что одинь угол, служить дононныйвми ко 
двухь приныхь угу въ друтонъ треугольцикв, а дла остальных угла 
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въ обоихь треутольникахь равны между собою, потому что равенство 
этахь послднихь влечеть равешетво и иервыхь. Въ одломъ только 
саучаВ одинь уголь шожеть свужить донолнешень де двухь прамыхь 
Кругому углу, козда этя углы прямые, ко все-таки они равны межку 
в0бою. И такъ углы одного треугольииия разы угавиъ пругаго тре- 
Угольниха 


Прехлох ви!е. 


$ 97. Валь стороны одною треуольника перпендикулярны сто 
ронаще друнио троуольнииа, то умы этинь треуюльниковь воот 
чътетвенио равны 

Изьвегио, что ква угла, ноторыхь сторопы взаинио перпендикулярны 
равны между с0б0ю или служать пругь кругу доноянещемь до двухъ 
прямыхь; ха этомь осповаши объяснехие будетх тоже, что и въ предь 
идущемь предложеши. 

ЕПрламтнийе Въ случиф кериондивулязности илы нарилельноски сторонъ ить 
двухъ троугольнимаюь, для отыская равнихь углоръ, падобно смотрть каже 


бока треугольника периендикуляриы иди ларахаельны бокашь въ друтомъ треу- 
глъникй (88 71 в 70). 


Предложение. 


$ 98. Гели вз двуза треуолунинаха дозь стороны сооттьть 
ственно равны, 4 заретьн стороны перавны, то большей сторону 
противуленсаить болишй узоль (фиг. 48). 

Положим, что въ двухь треугоньшинахь АЗС и А7З’С', АВ-=4'8' 
В0--В'0! и АС>А! 0", надобно кохазать, что уголъ АЪС.-В'. Нельзя 
допустить, что уголь АВС:-:1', позону что тогда будемъ имбуть уелоля 
иредложешя, изложениаго въ $ 89, ведете котораго стороны, лежа- 
зи против этих углов, 1, в. АС ни А’С’ выни бы равцыя, что 
презивио усломю. Нельзя также положить, что уголь АВО-В', по 
тому что тогда, ца оеповаши ирекложешя, изложеннаго иъ $ 87, надо 
донуегить, зто сторопа, чежащая претинь угла АЗС, меньше сторовы 
противулежащей углу В’, т. в. АС.1А'С’ и это нротивно увловю. И 
такъ, уголь АВС ие можеть быть ии равошь углу, пи меньше ето, 
«ифдовательно уголь АВС больше угиа № 
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9 Четыреугольники. — Транещя, ея оспованя и высота. — Свойстла хорды 
зрапещи, проведенкой наразлельно осповмцямь чрезь серодиву одпого 
изъ боковъ, - Параллелограмиы; ровенетво протявулелащихь угловъ въ 
параязелотрамый; свойства его Лагопалей. — Разенство параххелограм- 
моръ. — Ромбъ или лозанжь и прямоугольшикт. — Свойства ‘ихв дрогона- 
лей. — Равенство прамоугольниковъ. — Квадрат 


$ 99 Извфетио ($ 76), это четыроугольникомь пазываетея часть 
лзоскости, ограпиченная четырьмя прямыми взамито перес®кающинися; 
или четыреугольнииь есть мныогоугольникь о четырехь бопахт. 

Сумна внутрениихь угловъ четыроугольника равца четырем пуя- 
ныхъ; потому что 4 стороны безъ двухъ составляютк 2, олбдовательно, 
дни полученя суммы ввутреннихь углов, надобно два пряные повторить 
2 раза ($ 73), пелучинь четыре прямые 

$ 100. .Тренеця веть четаероулольнииь, в5 поторомь деть ето- 
роны параллельны в осттальныя двп иепараллельны, 

Такъ, если АЗ паралиедьна СО а АС непарая- 
ледьна ВО.то четвероугольникь АВСТ) -- трапеция. 

Основазалми зпрапеши называются 988 па 
раллельные ею бока, АВ и СО а высотии— 
разстюлще между оснонийями: такъ, воли СИ 
пернендикулярна къ АВ то СРо-высота тра- 


паци 


Иредло жене 


$ 104 Хорда траненйи, проведенная параллельно вя оспованя» 
ямз чрезз серодину одною бона, раздьляеть Фмональ и дру 
бонз пополамз и равна полусумиь основав. 

Пусть АВРС--трапеця, зъ которой АВ параллельна Ср, ВС-- 
ея матопаль. Чрезт свредилу М бока АС про- 
едем» хорду ММ парашаолтно осповании 
АВ и СР. Докажем, 

1) что 00=3В0. 

Чрезь тозну М проведен МО паразльньно 
Натонани СВ. Въ треугольшииахь СМО и АМО, 
ивходатоя три соотибтотвенио равных частя: МС-=МА, уголь МСОз= 
АМО нуголь СМО=МАО ($8 63,5.6); сябковательн и остальных сход 
стнеццыя части равны ($ 90), т. в 
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с0=М8; 
части параллельныхь МО и ВО, заключающиеся между паралаольныии 
МО л ВО, ралны между собою ($ 08), вл®довательно 


мМ0—=ВО. 
Сравпизая послЪдния два рапецетва получинъ 
С0-=380. 


Из» раленетва упожянутыхь троугольтиновь икфемт, также 
МО—А0 ш МО—=ВО 
вдфдоватевьно 40—=В0 и МО=У. АВ. 

2) Напобно доказагь что ВХ -ОМ  Проведемъ ОВ параллельно 
боку ВО. 

Въ треугольникахь ВМО и СВО веть три равныя 1веги. ВО-=С0, 
что быде сейчась доказана, п углы равны ($ 93); сл@довательно и 
остальшыя сходотвениыя стороны равцы, т.е. 

ВЫ=О; шо Ой==0М ($ 68); 
си довательно ВМ-=0М. 
Изь ралонетва тёхъ ме треугольшиновь сябдуеть чм 
ОМ=0В; шв ОМ=Оп ($ 68), 


сафдоватеньно СА=ОА и ОМ==!/,60. 

3) Ивдобно допавать ло ММ==/, (АВ--ОР) Мы уже заиётиив, 
что МО="/АВ, 
0 =1/С0; 


складывая эти равепства, пайдемт 
МО-НОМ=/, (АВ--ОР) 

Или ММ-=9, (АВ. СО. 

$ 192. Сладевийе. Прямая, соединяющая середины непарал- 
чельныхе бонов зпрапеши, параллельна ей овнованяма. 

Действительно, на осцоваши предъидущасо предложен, прямая ди- 
ня, ироведенлая чрозъ середину одного изъ двух иопарвилельныхь 
боповь, паразлельшь нь оеновашямь трапеции, должна пройти чрезъ 
середину другаго бока, сл®д, ана совнфотится съ ирямою, соединяющею 
умонянутый середины, ибо положеше примой опредфляется двумя те! 
ками 

$ 103. Пореллелоаммоть называется четвероутольникь, ва ко 
тором противолежащие бока параллельны по-нарно. Вашл нибудь 
ВВ параллодьныя стороны парвллешограмма называются основйями, & 
уавотояше между ними высотою паразленограмма, 
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Предложение 


$ 104. В» париллелирамиь прютивополоненые бока @ талние 
эротивоноложеные тали равны межу собою. 

Пусть АЗОС паралленограмить, зоачи АЗ иараяшодьия СР, а АС 
паразаедьна. ВО. ИзвФетио, что чавти параа- 
чельцнхь, заключающиея между паралаельшя- 
ил, равлы между собою‘ слёдовательно ЛЗ 
Ср 40=Вр. 

Угаы Ди ЮР равны между собою, погому 
что бока ихъ парашлельны и оба направлены 
вь стороны противоположных. Тоже скажем и обь умахъ Ви С 

$ 105. Ольделий. Нароллелораммь динональя Фъминся попд 
ламь. По равенетлу сторон»: АП--СО. АС=-РР и общей ВС треу- 
гольникань АВО и ВСО, самые треугольшки равны ($ 91). 


Фиг. 


Продзожение 


$ 106. Четыроурольниих будетз зароллелорамие, вели дать 
противоположныя снороны ео равны в параллельны (фиг. 54) 

Пусть АП равна п паралаешьна СТ); докажеюь, что АС паразиельца 
ВП.. Проводя магоцаль СВ, лалучшиь треугольник АВС ралный тре 
утмьниху СВО, ибо уголь АВО=уму ВОР ($ 063, 3-8), АВ-ЗСТ и 
СВ—общал; сё. уголь СВО--уму АСВ (89), а пои АС 
наралшельна ВР ($ 60, и 3). И тажь четыроугоаьнику, АВЮС парвдле- 
лограинъ ($ 108), потому чт6 стороны сго АЗ п СЭ АСя ВО п 
парио параллельны 


Предложение 


$ 107. Четыроуюльингь будеть параллелорранив, воли пряни 
волежашие вто боги по-нарио равны (фиг. 54). 

Пусть въ четыроугольтикв АЗОС, АЛ = СО, Аб: М), падобна 
доназать, что АВиАС соотафтотленио ларалаельны бокамь СО п ВР. 

Пропеди Магональ ВС, иолучлит кпа треууольннка, АВС: ВС 
которых стороны по-париое равны: АВ::-00, АС-=ВГ. по улов, и 
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ВС — общая обониь треугольцикаяь. Сабдонательно протилъ раввыхь 
сторо АВ и СШ лежать равиые углы АСВ и СВЛ, а тавже про 
тивь АСи ВП лежать равные углы ЛВСи ВСР ($ 94). Шо равепотву 
перрыхъ угловт, заключаонь о параллельности боовь АСл ВР ($60 3), 
и6 ‘равенетву угловъ АЗС и БОР о параллеьности другихъ хоухь 
боховь АВи СР ($ 60, 8), сибдовательно АВОС--пзралленотраммь 
& 108) 


Прерложени. 


108. Дизонали пераляелоралме озамно дълятея по-похамь 

Пул» АВОС — параллолограмяъ: проведем дагопали АР и ВС, и 
докажемъ, 416 АО.::00, 60= ОП. 

В» треугольникаху ЛПВО и СРО стороны 
АВи СТ равны ($ 104}, и углы при них 
равшы: 3А0-=000, АВО=0С0, какъ вну- 
трее противуположиые при паразлельныхь Чит. 65. 
лишяхь и обкущихь ЛЬ и ВС; слбдовательно и остачьныя скоиствеи 
хын части равиы ($790), ижено РОО и 40—20 


Нрецложеше. 


$ 109. Если дю стороны и роль между ними одною параллило- 
зрамла равни, порознь, двумь сторонамь вузу между ними вь Пру- 
зом параллелярамит, то осталоныл части раста между собою и 
также парпллелояраммт равны. 

Пусть въ паралаелограмиахь АЗОС и А’ЗАУС , АВ--АЙЗ АОА 
я утонь АГА’, 

Сперва докажет равенство угловь ль © донолпиеть уголь А. 
до двухт прямыхъ ($ 63, 1-6), мо той же иризиив С’ служить допоя- 
нешеюь до днухь прамыхъ углу АГ. но умы Л и А’ по условию 
фавпы межлу собою, сдёк. С— 
0! ($ 32); также докажемь ра- 
зецетва углорь В==3, 0-1. 

Маложимт  параляенограюь 
АТТ"О! вв АВОС лань, чтобы 
концы бока Д'З’ совпади съ А. и 
В,--причень бокъ АО’ пойдет 
0 АС ибо уголь А -=А, и точна С’ упадет въ С, потому что 


фиг. 66 


— 48 — 


АС’-АС Бокь СТР пойдеть по СО, по равенству угловъ Ся С"; 
по 108 же прииа ВО” пойдеть по ВО ибо уодъ В! =В. Зиачить, 
точна Г’, будучи одиовременно на двух® прямыхь СО и ВО, ивобходино 
савпадеть въ яхъ пересбченень 0, И тавъ СО = С’, ВО —: В 
и паралиедограимь А’СТ”В' совифотится съ паралаолограиконь АВОС 
$ 440, Вовьмшевъ параллелограмиь, въ ко- 

ПЕНИИ] торонъ дв смежных стороны, АВ и АС, рав- 
уы между 6обою; тогда друми дв% сторопы 
СР и ВР, будучи соотвфтетвецие равны пер 
нь вымъ ($ 104), равны и между собою. 
Фи. 5 Тавниь образомъ получится четвероугодь 
зякъ, въ котором ноф сторошы равпы между 6обою; такой четиеро- 
угольцинъ называется рембонь лозапжкъ). Я такь 20мб вень четае 
фоузольнииа, в котором, въ стороны равны между собою. 

Нат этого опредфлешя сдфалуеть, что ромбъ есть паразледоврамит, иоо 
противуиохожныя его стороны параалельны {$ 197). 

$ 114. Въ слвдетвйе опредёльшя ромба ошь веть парадиеаограни: 
($ 107); шалить Фююнали ромба оаныно Фвлитея по-полимь 
{$ 10$). Къ этому присоеднияетел еще слфдующее свойство ромба 


Продложен1в. 


$ 112 Дюнали ромба озаниио периендинуляюмы (фиг 57). 

Пумь АВОС--роибъ; падобио доказать, что дагонази АГ и ВС 
ввашино порнендитулярны. Въ треугоньнилахь АСО и СОО стороны 
порозиь равпы: АС=СШ, какъ староиы рожбе, АО, потому что 
щатонали параллелограмна дфлятоя по-поламь, СО — общан; поэтому 
протизъ равныхъ сторопь АС и СГ лежать равпые умы АОС и 206 
($ 91) сяздовательно СО ‚перпепкикулярна вт АО ($ 24) и Магонали 
АЛ и ВС взипиио порпоидинужарны (& 39). 

\ 113 Роли в5 поразлехотраим озинъ уголь, папримз» ВАС 
примой, то и противуположный вму уголь ВРС 
также прямой {$ 104); уголь АСЮ также пря- 
мой потому что приния АС, будучи периелди- 
вудприе къ АВ, порпендикуляриа к къ парадхель 
р цой ой СГ ($ 66); по этой же причила и угол» 

АВО прямой И такь въ параацехограинь АВОС 
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вой углы прямые, если тольто один ого уголт прямой такой парая- 
лодогракых называется прялоуольникомз. 

Поэтому прямоуюльнииь евта званой четвероуюльнииь, въ которозь 
вль уаля прямые, Озеюдн елЪдуеть, чую ирямоуюльникь ебть па 
Ралледораммь, ибо противуположныя ео стороны параллельны. 

\ 114. Так» какь прлиоугольникь ость пареллелогранить, то 90 
нали прямоуюльника ваиеиыно фълятея по-поламо ($ 108). Е этому 
присононурняетси еще олрдующее слойство’ 

Предложен! е 

у 115: Дюнали прамоуюльника равны меоюду собтю (фиг. 58) 

Пусть АВОС —фправоугольникь, кокажеми, что дЛагональ Ар-=ВС: 
Въ самом дВлЪ, въ треугольникахь АСТ и АСВ, между равным 6т9- 
ренами (С)=АВ, АС — общая) заключаются разные пряные углы 


АСП-САВ; слЪковательно остальныя сходотвенныя засти равны ($ 89) 
р в АБС 


Прекаожеше 

$116. Ирямоуюльники равны межеду собою, вели два смедюные бока 
одною изз нить равны, порознь, двумь слеоенымь бокам друтто прямо 
уольника 

Въ сановь ДЬлЬ, углы между этими боками  какъ пряные, также 
резцы, сибдовательно на осковаши лреддожещя о равенств® паралдело 
гранмовь ($ 109), завлючаемь о равеноти® прялоугольниковь. 

\ 117. Въ прямоугольникь одна изъ сторошь пазывиется сено 
демз, а пругал, иъ пей перпенхикуяяриая, высотою: поэтому де иряло- 
Зпольника рабы моду еобою, вел нить вещиннии г вцеоты, 
порознь, ривны. 

\ 118. Кота вь примоулольниху, диф оможшыя стороны АВи 4( 
равны между 0600, то и дв® дру, СО и ВО, ы 
воотвётетванно равный порнымъ, и между 606010 раз 
ны ($ 104}: такой четвероутолинякк называется 
лопдрозтомь, 

Й тань пеадринть воть татой челвероуоль“ 
нина. 95 воторомь вси стороны равны межау 
гобио @ умы прямые. Паъ этого опродвленя са- 
дуеть, что квадрать воть пряноугольнякь, ибо вов углы его прямые 
(} 13), а слёщ. квадрать сть такие и парадлезограмм, ибо пряжоу- 
зольникъ ость нараллелограныт. 


Чиг, 59 
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$ 119 Дёаонали коадрелпа взаимно ) ьлипсл по-полимз ($ 108), 
ов взаимно перпендикулярны ($ 113) и равны между гобот ($ 113). 


ОТДЪЛЬ ТРЕМ 


Круговая лин:я 


10 Иругь, ноштрт, радуее и касательная, — Дюметруя пит раздбляот иа- 
похаму, как овружлоетя, таюь и круг, и сеть памболыная пуб хард. 
Сетменут, центральный уголь, соторт, утоль пинедниый ть круг или 
кругоноыт свемону р. — Мпогоугольникь питсадлый м одетый... `Овруж- 
посты и нолигов вписанлия х около нога описании, -—Порнондикухярь, 
опущеииый из цоптра ма хорду, дФлить но полом кат, хорду, чае и 
соотифтетвующий ой цонтралалояй угояъ.- Три точке, поленны я на одной 
прямой, опредфлльють окружность. 


} 120. Окруженоеть или крузвол мийя воть такая привия 
хоторой ось точии равно уйалены отть одной почки. Эта точин 
называстся. ценапромв. 

Часть плослости, отрациченияя опружностю  пазы- 
вавтея хрузоме. 

Радусомг пазывавтел прянан, совдицяющея цоптрт 
еъ какою нибудь точкою окружности; цапримвуь АО воть 
ращусь окружиости, которой центрь въ 0. Ясно что вен 
редусы окруменоснни равны можду собою. 


Фиг. 60 


Предложен! е 
} 191. Если чреза какую иибудь зтиуииу опруменоети иро- 
весть уадусь 4 перпендикуляуь пр нему, зто отиина вить 
инриеия одну только общую почту са окружность. 
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Пусть АО—ращуеъ, ВС — перпендигулярь хъ нему въ точ 
\, докажемь, что прлиая ВС и окружность пифют» только одну общую 
точку А. Ма прямой ВС возьшежь хакую нибудь 
точку Г) и соединкиь ее съ центромь прямою ПО 
Такъ каф ОА перяенкикулярна въ ВС, то ОГ бу 
доз"ь паклоциою и слёдовательно больше радува ОЛ. 
отеюда слфдуеть, чхо Г лежить вн круга. Вое 
свавалнов о точк® О примфняетея ко воВыъ точкаиъ 
прямой ВС, кромё А, потому что Г веть произ- 
вольная точка этой лиш. Й такъ, ве хочки прашов ВС, за иеклю- 
чешвиь А, лежать внф круга; сяёдовательно прямая ВС иметь одну 
только общую точку А. съ окружностью. 

$ 122. Касолпельною из окружности называетсл полная имо 
щая одну" только обиито почку св опружностию. 

Точкою касащи называетол общия точка окружкностиь и ка 
сательной. 

Поэтому предложеше предъидущаго ларатрафа можно такъ выразить: 

Боли 40635 какую нибудь точку окружности провести раде- 
уса и иермендикуляюз из нену сто чтото послпдый будет ка- 
сательню. 


Фит, 61 


Предложенте. 


$ 123. Прямая, соединощая центра окруеноети вв злиино 
наиил, перпендизуларна кз пасатольной (фит. 01). 

Пусть ВС касательная къ окружности въ точкв А; надобно дока 
зать, что ОЛ, совдинлющая точку ннезшя А съ центром, пориенди- 
кулярна къ касательной ВС. Веф точки касательной, за искиючешемь А, 
лежать виВ круга ($ 122) слбдовательно равотолше каждой изь нихт, 
лаприм\рь 0, до цевтра О, букоть больше рашуса ОЛ; поэтому ОА 
воть кратчайшее разотояше отъ () де прямой ВС, а потому ОЛ пер 
пондикулярна кх ВС ($ 50) 


Прадложенше 


\ 124. Меряендинулярь, отущенный изь центра па касатель 
ную, проходит чрезь зночиу навинея. 
Дъйствительно, велибъ эготь нерпендикулярь не прошвль чрез точиу 
квсавн, то, совдинивь точку хасашя ст центром», получням бы пру 
* 
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той периендитулеръ ($ 123) опущенпый изъ центра па иагательную 
что невозможно 


Предложено 


8 125. Нерпендикулярь, возстаоленный изо точпи киа 1 
касательной, прозодить чрезь центре (фиг. 61). 

Зъ самонъ два, еслибъ этотъ периендикулярь оставиль цепуру 1% 
сторов®, то, соединивъ центръ еъ точкою касашя, пифди бы два иер- 
пендикуляра ($ 123), возетавленные изу точки каспша п кавательной 
310 вевозможно, 

$ 126. Даметром» называется прамия, которая проходить 
чреза центуг и окончионется на окружности, идприифуъ АП 
Поэтому Памотрь состоить изъ двухь рарусовь, 4 
сябдовательно #9 крумь ось Фивметры рпоны между 
соб, . 

$ 127. Дузю называется заваг опружиостя, напр 
ЕС на фиг. 62, 

Хордою мазывавтся прямая  соединнющая концы 
дуги, напр. прямая 17; авть хорда 


Предложено. 


$ 125. Даметрв рездъллетт зю-ноламт кинь окружность 
знияё ч криь. 

Согиемъ ллоскость на дмаметр» ЛВ (фиг, 62), во В точки дута ВКА. 
ворнакуть е5 точвани луги АСВ: в прохивном® случай точки окружно. 
сти были бы пе из фавимкь разогоящихь отт цешера, — что ив 
вооможио 

Предтоженте 

У 129 `Даметув больще вслков хорды въ томь же крунь, 

Пусть АВ — даметрь, 106 — хорда (фиг. 69) 
задобшо допачахь, что ЛВ больще РС. Проводамт, ря- 
мувы ВО и СО Прямая СТ) короче ломанной (41) ть 

60. 00160; 
д кар 00: А0, С0- ВО, какъ радуен о 
СВ -лО--ВО пля @Б САН. 


Прими. Ма оспование этою предложена можно ока 
ласк, Что ичерь веть поибовыния гор 


фиг. 
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$ 130. Веякая хорда дДЬлить пругь ла дав части. вашиая изъ 
нить иавываетои сегментомь. И такъ семониюмь назыосется часть 
рук, заключающаяся между пордою г соолитопствуицею вп ду 
з0ю; напримёрь ОЕСР (фиг. 62), 

„А 131. Оть соединешя центра оф вонцами наной нибудь дум обр 
зуется утолъ, называемый дентрельнымь. И такь, цемпралоныме 
уаломь называется ушль, образуемый бвумя рейсами: папрямри 
утоль 0ОС (фаг. 62). 

$ 132. Оскторомь пизываетов часть круш, заключающаяся 
ожду дуюю окружюноети в двумя радйусми, проводили чрезь 
концы этой дуть папринйрф ОПРОО (фиг. 62). 

5 133. Уюль, котораю вершина на окруовности, @ бота тв 
Рестжанть ве, называется отисаинымз узломз аз окружности; 
папримфръ уголь АВС (фиг. 63). в ы 

Узолв назывистия описанныме въ везментиь, 
козди во вершина назодитея на дни сегмента, 
& бока пролодять чрезз концы этой дуне; на 
примбрь уголь ГОН — вансанъ въ сегмент КНС. 

Очевидно, что уголь, мшисапный въ сотые, 
будать въ тоже время вписанный въ хругЁ. 

$ 134 МИнтоуюльнииь называевия онаииионима въ прум, соли 
905 10 борииы ниодятея пи опрумености: паирнырь нногоусоль-- 
никь АВСБЕР, . " 

Иря этомф круг отиосизельно нногоугольника иг 
зывастся описаплымь около мпогоугольника. И этаж 
круе мазываетея описиннымь отойо мновуольни 
на, если во окружность проходить чрезь ось впр- : 
вины посльдняло. Риби, 

$ 135. Мнонулолонии називаотся описаннымь ополо тру, 
слу 60 бока суть косательный из опружно- 
ету папримфрь, нлотоугольникь АВСШ — описан 
ный (фиг. 65). 

При этомь кругь отновительно многоугольника 
называется влисанныйь въ ипогоугольник® 

Потому ируза низивастея описанныме 5 мно- 
зоузольнииь, если кз во окружности касаются Фиг. 66 
въ бока посльднаю. 
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Продложенте 


$ 136. Перпендивулирь, овущенный ‘изв центра наторду, дв 
‚линь по-воламь каша торду, тив в соотепиствующий ей центь 
ральный ума. 

Путь О--центрь окрумности и ОТ перпендикуляриа х6 хорд АВ, 
вадобно доказать, что АО==ЬВ и угонь АОО-- ООВ. 

В прлиоутольныхь хуеугольникахь ВОО а А00 
инотенузы равны А0=ВО, какь рамусьсжететь ОП 
обийй обоиъ треугольникаит; слЪцовательио остажьный 
части этихъ треугольникове равны иожду 9бою($ 94). 
# АР=ВО а также и углы оожане против нихт 
А00=О0В 


Предложение. 


у 137. Црямая, соединяияцая центре в середвнот торды, 
пернендикужярни п5 этой пордь в дати чополньмь позитыяя- 
стаю ой цезтрильный улоле (фиг. 68). 

Пусть АР --ВО; накобно кокавазь, что ОТ порпендикужирий къ АВ 

Зъ треугольвикахь ЛО и ВОО, сторона АБ.-ВО, ню уеловю 
А0—38В0, кажь райусы; а ОО общая: сафковатольно, сходетноциые 
углы разы между собою ($ 91), т; в; АЮО==ВОО а поону 0О 
иериендихуларна кь АВ, и уоль АОО-=ВОр 

Црецложение. 

8 138. Лерпондикулирь, чозотавленный из доить изв ви се 
едины, прододитв роз центр, в сльдонительно (3 186) дн- 
иниз пополамь центуольный узолг (фит. 08). 

Радузы АО и ВО. равны между собою, сибдоватеньно точка О ран- 
зо удалена оть лонцовь примой АВ, а потому должна дежать сна. цау- 
неидикулярв, возотавленномь иф прямой: изъ ви середины ($ 58). 


Предложение. 
8 139 Тре почки, домация ие ма одной прямой, опредъли 
оз’ опрумюность. 
4) Чреть три точки А, Ви С можно провооть окружность, вели 
только онё ив дожать на одной примой. 
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Проводемь пряныя АБ я ВО; изь вх серединъ, 0 п №, возста 
вимъ перпондикуляры ОО и О жь АВ и ВС: они должны пореофчься 
($ 71). Точка порвобченн О будучи на’пернендикуляр 
ТО, возетавленномь изъ середицы прямой АБ, равио 
удалена оть кошцовь этой прямой ($ 57) т, е. АО—= 
ВО. Тоже схажемь и о разотояняхь ВО и СО, потому 
чо О иаходитея на периендикулярв РО слъдовательно = 
В0=С0. И чакь А0-В0-=СО. Чи, 67. 

Поэтому, овли примемъ точку О за центрь 1 АО за рашуеф то 
окружность пройдеть чрезь точки \, Ви С 

2) Тешрь докажет, что чрезь три точки, дожавуи не иа‘приной 
раши, можно провесть только одну опружность. И дЁйетвитеньно, ноя. 
хал точка, различная огь центра () окружности, описанной сейчас 
будет лежать вы одпого изъ периендикухяро»ь 120 и ЕО, возетав- 
леишыхь изъ середииь пряиыхь АВ и ВС; сибдовательино, нромв точ. 
ки О, иёть другой, лежащей въ равныхъ разотолшяхь отф точен А, 
Вибе ($57, 2-6) 


Иредтоя вить 


$ 140. Нрамая ме авзиссна имнийь об окружностью больше 
двух обинкиа тюмень. 

Вь самому КбаЪ, попустить, папримиь, три обийн тачки призуй 
6% окружностью и водипиюь яхф с ионуромь, мы получили бы три 
равыых лиши, проведоциыя изю одцой точни (центра) къ прямой, что 
незовможно ($ 55), 


11. Вь окружиости, или 15 охружиоетихь равиыхь рамусовь, равонетво 
одной изр трехь соотьмоствующихь частей: понеральныю угхв, хорды 
Ц дуги, ваочегь па вобою разелезио днухь лрочихь, + Центральные усхы, 
хорды п дуги упеличинмотея, & схфловалельно и уменьимотся пасфот 
хоуды уменынаюзся ио мфу; уладенш оть цешиж, п ири одикаховохь 
удаления разны можху собою. Ларавлодьими правым, иересбкающуе окруж- 
ость, отрёзывалють 07% инея разиыя души. 


Предложен 


$ 141. Окружность, опиваниый ривнылие радусвии — равны 
между собою 
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Въ самонь Д№яф, если наоскость одной окружности наложить 55 
другую, центромь па ценерь, те 06$ сиружности совыфотятоя; въ про 
тивномъ случа» ихъ точки находились бы ва норавныхь разетовнихь 
отъ центра 

Вмъетв съ тёнъ понятно, что & кру онисаиные равными ра 
Яусамиь равны меоюду собою 


Предложено 


8 142. В крушь, чеие в8 равньс крузить: 

1) равнымь центрелинымь уяамь соотеъьтенаурюнь равныя 
дорды в дум: 

-2) равным хордемь соотиьестиуюта равные зелапральные 
уалы в дуиь 

3) раснылиь дуинив соотитылетвунлие равные центральные узы 
# горды 

1} Путь райусь АО АО и центральный углу 0'; налобио 
доказать, что зорда АВ = АВ и дуга 
АВА. 

Въ треубольникахь АВО: -А'В'О’ мекду 
равными сторонами, АО-=А'О’. ВО-..В'0’ 
заключаются равные умы 0-0’ саВлова 
тельно остальныя части треугольниковь рав- 
уы между собою ($89) и АВА В, те 


Зиг. 68 


хорды равны. 

Чтобы доказать равенство дугь, наложимь овяторь А'О’В ие АОЪ 
так, чтобы центрадьвые углы совибетились; тогда, по равенству ра 
ррусовъ въ обоихь мругахь, точке А’ совпадеть съ А. и В в В 
Н какь вонцы дуги А’В’ созмфетицись съ концами дуги АВ, тои самых 
дугн вовиботятон, потому что онф опяваны равнымя радусами. 

2} Пусть А0-=А0 и хора АВ-=А’В докажему равенство цен- 
тральныхь урловъ О и 0’; а изь этого равенства будеть сяфдовали 
равенотво дуть, что сейчась было донавано наложешемь секторовъ 

Въ треугольлкахь АВО и АВ’О' три отороны одного равны зремь 
сторонашь другаго: А0=А’ и ВО—В'О’, какь рамусы, наконещь 
АВА’ по усаовио; значить оходетвенные углы равны можду собою 
($ 91); я такъ уголь 0—0 
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3) Пузь АОА'О я дуга АВ равна дугё А’В’; допажень, что 
центральные углы О и О равны нежду собою; а отсюда будет елло- 
вать равенство хордз ($ 142, 1-6). Надожимъ секторь А’В'О’ па АВО 
такъ, чтобы центры и радусы А'О’ в АО совпали; пе раввиству}рал- 
усовь, точна А’ совпадеть съ А; дуга А’В’ дойдегъ по АВ, потому 
что ов описаны равными радрусами, при чемъ точка В совнадеть съ 
В ибо дугя равны. И такъ, концы О и В’ прямой ВО’ созмали съ 
Он В, концами прямой ВО, зпачить и самыя прямыя совиботятол 
И такъ уголь О’—0, 


Предложенте. 


$ 143 Ва круиь, наш в5 ривныхь крузизь: 

1) болянему центральному узлу соотопанествують болишая 
хорда и большая дуза; 

2} болышей торбь соотвзынствують больший центральный 1015 
и болииая дуиь 

3) болышей думь соотитествують пола цониральный уго ть 
и большая хорда. 

4) Пусть А0=А'О и уголь 02-0’; докаженъ, что орда АВ больше 
хощы АТ я дта АВ дум А’. 

Въ треугольникахь АВОн АО’ иех 
цу равными сторонами А0==А’О ВО= 
ВО, заключаются неравные углы, 02.0, 
слёдовательно большему углу противуле- 
жить и большая стороша ($ 87); и тавь 
хора АВ больше АВ’. 

Чтобы дохазать неравенство дугь АВ н А, валощимь секторь 
АЗО’ ла АВО такъ чтобы центрь О совоазь съ О, и нонвиь А 
радуса А'О’ вовпаль съ А; приченъ рамусъ О'В’ пойдеть внутри угла 
АОВ потому что уголь ОО’ стало быть, точка В’ упадеть ка дугу 
АВ, между точквни А и В; сафдовательно дуга АТ’ меньше дуги АВ. 

2) Путь А0-А'0'’,‘ихорда АВ. АВ; докажемь, что центральный 
уголь 020’; а отеюда на обноваши сейчась сказавиаго, закаючаень 
%то дуга АВ>куги А’, 

Вь треугольникахь. АВО к АВО двв стороны равны между собою 
АО=А'О', ВОВЮ’, а трети стороны неравны, АВ. А"; поэтому 
на основави предложешя, изложелнаго въ $ 98, заключаем, что про- 


Фиг. 69 
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тивъ большей стороны дожить больший уголь, значить узозь 0>>0 и 
куг: АВдии АВ’ (1-8). 

3) Пусть АО=АЮ' и дуга АВ>А'В', докажемь, что уголь 02>0' 
1 отеюда заплочниь, что хорда АВ больше ходы А’В’ (6 143, 1-е) 
Наложимт сектор» А’З'О’ ла секторь АВО такъ, чтобы ращусы А’О 
н АО совыфеталясь лондама: дуга А’В' пойдеть по АВ, нотому что он® 
описаны равными радусани; а калъ дуга А'В' меньше дум АВ, то 
конець Т придется между А и В па ду АВ, н ращуеь О’В’ будем 
внутри угля АОВ- сябдовательно уголь 0-0’ и хорда АВ.>хоркы 
АЗ’ (1-9), 


Предхожелте 


$14. Во круть чыть в равных рукав. 
1) хорды, ривно-удалениыя сли центра, равны между собою 
2) обреилно, уивныя порды ривно удалены оть зентра. 
Пусть АО-А'О', п хорды АВ и А’В’ равно улалены оть центров, 
оеооашиииинииы! “. ©. иерлендякулярны ОС и О’С’ опущел- 
ные изъ центровъ, на эти хорды, равны 
между собою’ докажемъ что хорда АВ 
А. 
} Зь прямоугольных треугольникахь ДСО 
Фиг. 70. и 4А'С'0' ипотенуза АО—А'О’, калеть СО 
С0' по условию; слбдовательно и остальных чаети равны" ($ 94), виа 
чить А0—А/С'; во АС составляеть половину хорды АБ ($ 136), но 
той ке причин® А’С’ веть половииа А'В" а если поиовяпы равны, то 
и ивлыя равны, сафд: хорда АВА’. 

-2) Пумь АО=А'О' хорда АВ-А’ВГ; докажемь, что перпендику 
ляръ СО==С'О’ 

Въ пряиоугольныхь треугольникахь АСО я АО’ ипотенуза 
40—А'О‘хатеты АО и А’С’ такие равпы, потому что порпондяку 
апры ОС и О'С, провеениые изъ центровь на хорды АВ п АЗ" 
ДБлятъ ихъ попошамъ: а какъ самыя хорды равны, то и половины ихъ 
ры. Е такь остальныя части треугольниковь равы ($ 94), значить 

—С'0' 
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Преддожентв 


& 145. Вх пу или вз раеныюь круть 
1) хорды уменициются по мтрь удаленя отё центра 


2) обринно изв двужь змравнымь хордь болявил ближе &5 
центру. 

1) Пмь А0=АО, а перпендинухярь ОС, опущенаый из цеп- 
тра О’ на хорду А’В', полагаемь больше перпепкикуляра СО прове 
деннаго на хорду АВ; докажемь, что хор- 
(в А'В' меньше хорды АВ. 

Тегъ какъ по условю 0С.О С, то 
отложимь ООС и проведешь, чрез 
точку П, хору СЁ иерпендикулярно къ 
00; получинъ хорду СЁ=АВ потому 
что хорды равно-удалелныя отъ центра, 
равны между собою. Дуга СМ“Е больше дуги АУ В, а большей дуг 
боотвтетвует® большая хорда ($ 143): слёховательно хорда ОР 
больше А’, и АВ»А!В' 

2) Пусть АО-=А'О' и хорда АБ>АЪ докажемь что перпондь- 
нуднрь 006< ОС’. 

Въ сльдетие неравенства хордь АЪ и 
А’В,,, гоотвётотвующя имъ дуга перавны 
($ 143), именно луга АВ бошьще А’В’. 
Отломинъ дугу АГ равную дуг А’В', вна- 
чить, хорда АЮ=хорл А’В’ ($ 142), и 
перцендикуяярь О—0'С’ потому что рав 
иыя хорды равно удалены отъ центра. Такь какт ОС перпендикулярна 
ъ АВ, то ОС будеть наклопною; поэтону ОС ОС а как Об ОЕ 
то подавио ОСЗОЕ или 0С<0’С’, потому что ОР я О’С равны 
между собою 


Ти 72 


Предложение 


$ 146. Думе окружности  закмочающилея между параллель 
ными иниями, равны между собою. 

1) Пусть хорда АВ параллельна хордё СО, докажемь, что дуга 
АС равна дуг ВО Проведемъ изъ целтра О перпендикулярь ОГ дъ 
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хордё СЛ, виь будеть перпендикуляреиь я ль АВ. (& 66) Соглувь 
плоскость на Маметрв 4, найдемь, зто АН я СК соотв тотвенио мой 
дуть по НВ к КТ), по прячин® равенства прамытхь 
угяовъ при Н и пр К аккъ АН—НВ (5 136), 
то точка А упадеть въ В; по равенству же СКи КО, 
точва С упадеть въ 0. И тань ковцы дуги АС совиа 
ди въ концамя дуги ВВ, сабдовательно «и самыя дуги 
совпадуть, потоку что онф описаны разлыни радусачя 
Значеть дуга АС—дуг$ ВР. 

2} Пусть хорда АВ параплельна касатецьной ОЖ, которой точка 
касаня находител въ С; донажент, что дуга АС равна дугё СВ (6 
едивив® цевтрь О съ точвою касашя С, получинь СО, 
лерпендякулярную къ касательной ОЕ ($ 123); она 
въ гоже время перпендикулярна и къ АВ потому что 
АВ парзлкельна ОЕ. Сотнувь плоокоеть ма дзаметр®. 
СК, найдемь, пакт ‘явь предъидущемь слуЧа®, зто 
дуга АС совыфетитоя съ дугою ВС; сибховательно он 
равны нежду собою 

3) Цусть АВ паралледьна ОО, и каждая изъ нихь кавательиа 
ть окружности; докажешь, что дуга ИМб—дув ЭМО. 

боединин центрь О съ точною касаши Е, получинъ О}, перив- 
дикулярную къ касательной СО ($ 123); сома же будет 
перпендикулярна и къ АВ, потому что АВ параялель- 
на с; а какъ пернендикуляръ, опущенный ивъ центра 
па хасатольную, падаеть вф точку касаня, то продоз- 
жеше РО пройдеть въ точку касашя &. И такь РОЯ 
зсть Маметръ; а изнфотио, что шаметрь дБлить 
опружность пополаиъ,  сабдовательно дуга ГМ — 


Фиг. 78. 


Фиг, 76 
1} 1 № 


} Отношение умонь, потормхь бока вотрёчажив окружность или вь це 
кибалотен, жь соотифаетвующинь центральныиь угламъ. 


Предложение. 


$ 147. Бинсанный узлу составляотв половину центрально 
зама, соотептетвующело дуть, заключающейся между его бонами 
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4) Пусть центрь О лежать ва 6058 АВ вдяезняаго угла А па 
добно доказать, что угозъ А соетавляеть половину центрадьнаго угла 
ВОС соотяътотвующаго ду ВС. 

Въ треугольнияв АСО. визцийВ уголь ВОС равенъ 
суни® двухь внутреннихь угловь Аи С 79); но 
треугольник» АСО равиобехренный всабдстве равенства 
фамусовь АО и СО, м. утель АС ($ 83); п 
такъ уголь 

В00=ЯА отеюда уголь АИ. В0С 

2) Пусть центръ О находите внутри внасаннаго угла ВАЙ; дона- 
женъ, что уголь ВАСИ, ВОС. 

Проведя дамелрь АП, подучимь уголь 

ВАС—=ВАО--СА, 
но уголь ВАШ, какъ доказано въ предъидущемь слу 
зав, равель половин угаа ПОГ; по той же причинк 
утоль САДУ. РОС; сад. ВАО-=/, ВОР--/ПОС; 
но ВОБ-РОС--ВОС  значать 

уголь ВАС ВОС. 

3} Пусть дентрь лежять ваф виисаннаго угла 3 \4;. покажем что 
НАС, ВОС. 

Проведя даметрь АГ, получимь уголь 

ВАС-ВАО---САТ. 
На основаши перваго случая инъен® 
ВАБ=/ВОР, 
САП. СОБ, 
чибдовательно ВАС—'/,ВОО— СОР 
язи ВАС-=1/,ВОС. 

$ 148. Сльъдотье 1-е. Веь узлы, опиванные вз одном и зом 
эке сезментиь, равны меду собою; потому что кажный изъ иху 
‹оставляетъ половину одного и того же центральнато угла  воотвёт- 
ствующаге одной и той же дуг8. 

$ 140. Озъдетве 9-е. Веякий уюль. иоиеанный вз волунруиь, 
равенз прямому уму (фиг. 19). 

Пусть ВС означаеть даметрь оврукномли,  надобяо попазать, что 
винсанный угояь ВАС прямой. Соединимт центръ О съ воршиною А. 
вписанный уголь В --/,АОС, 
впаванный угоду С-='/,ВОА, 


Чит, 7 Е 
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ыы В+ о=АбСАОВ; 


шо сумма смежныхь угловъ А00--АОВ равна 
двумъ прялызь угланъ, слбд, сумма В--С рав- 
ив прамому углу. И такъ въ треугольник 
АВС сушка двтхь угловъ Ви © равна пря- 
кому углу, поэтому трей уголь ВАС равент 
также прямому углу. 

Впрочемь, можно и такъ объявить: влисаннный уголь ВАС состав 
чяеть подорЕну центральнаго угла, соотвётетвующаго. попуокружности 
ВОС а экоть послёдн!Й угожь равенъ двукъ пряным! углаяъ. 


Прецно жение 


$ 150. Уюоль, составленных хордою и кавательною, проведен 
00 чреза вонеци этой хорды, равень половин центральноло, узла 
соотвнтетиующияю дучь, заключающейся между его боками. 


Пусть В веть точка касашя прямой АВ къ окружности’ надобио 
дозазать что уголь АВС равепь половинё центральнаго угла ВОС. 
я Проведемь деметрь ВОО и хорду СО, подучинь ереу 
тольвикь ВСП, въ которонь уояъ ВСП пряной 
($149), ель: остааьные два угла, Фа ОВС, вифет6, 
составяяють прямой уголь. Но Маметрь ВО, прозеден- 
ВЫй вЪ точиу касашя В перпендикулярень въ каеа- 
Фиг. 80. — тельной АВ; значить утожъ ПВС служить тавие до 
полненеит до прянаго углу ЛВС олд 
угояъ АВС-О, 


а уголь 1), накъ виисанный, составяяеть половину центральнаго узла 
ВОС, иовтому и уголь АВС составллеть подовииу угла ВОС. 


Предложене 


$ 151. Уюодь, копораю веминна внутри круза, равень поло- 
винь суммы централетыяь улов, соонортотвующить дузамь, 
заключиющимей между бикими уии и иль продолженями 
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Донажемь, что уголь АВС равенз половинё сумчы дентральныхь 
угловъ, соозрётотвующихь дугаиъ АМС и ЕМУ. 

Проведя хорду СО, получин® треутольнлеъ ЗСР и 
опредфлянъ внЪшшй его“угохь АВС- 

Аво—=р--с; 

улы Ри С, какъ линеаниые, равны, каждый, поло 
винВ центральныхь угловь, соотобтетвующихь дугамъ 
АМС и ЕМО- слёдовательно предножеше доказано. 


Предложен!е 


$ 152: Уюль, которезо вершине виь круш, равен половинль 
разности центральныхь уьловь, соответствующие дуламь, заклю 
зщимся между его боками. 

1) Докащень, что уголь В равенъ половинЪ разности цектральныхт 
углов, соотьётетвующихь дугамь АС и ОР. 

Проведя хорду СГ получиыь треугольник ВСП 
ВИВШИЙ его уголь 

А00=В-НС, 
отеюа В=АШС-С. 

Но умы АРС и С суть вписанные; слёдовательно 
АТС равенъ половиш цёнтральнаго угла свотвтетвующаго дуг АС, 
а уголь С равенф половин центральшаго угла, соотвётетвующато дуг 
РЕ, сльдовательно уголь В равент половин® разности упонянутыхь 
центральныхь углов. 

2) Пусть ВС— касательная, докажемт, зто уголь АВС равевь по 
луразности центральныхь угловъ, соотя®тезвующихь р 
дугаиъ АС и СЪ, 

Проведя хорду АС, получимъ треугольшяьъ ВСА 
опредёльмь выёирий его уголь ЛОЕ, 

эоаь АСГ-А-|-В 
отсюда В--АСЕ—А. 
Уголь АСЕ равень половинв центральвато угла, 
соотвётетвующаго дуг АС ($ 150);. уголь А равень половин цек. 
зральнаго угза, соотвфтетвующаего дуг СШ, сифдовательно уголь В 
равент, половин® разности цеитральныхя угловъ, соотв тетвующихх ду- 
тамь АС и Ср 


Фиг, 82. 


Фиг. 88 
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3) Пусть бова АВ я ВС угла В будуть касательные, докажентъ, что 
угоаъ В равенъ полуравности центральныхь углов; 
соотв тетлущихь" дугань АМС я АМС. 

Соединивь точки васашя, получишь треугози- 
викь АС; вншнй уголь его 


отеюла В==САР-АСВ. 

Основываясь на } 100, найдемь, что углы САГУ 
1 АСВ, порознь, равны лоловинанъ центральныхь углоръ, сботяфт 
ствующихь дуганк АМС и АМС 


18, Увлошя, ири которихь окружности перссфкаются клемогей ли товое 
не имнотт, абщихь точек. 


$ 153. „Нормальное дишею или шермальною но окружности 
называется пертендикулира по касательной, проройтщй чрезь 
очку каванал. 

Чтобы провесть норналь кь окружности чрез какую нибудь точку А. 
п стоить талько соединить прямою точку А 6ъ цеит 

ромъ: эта прямая первбфчеть окружность въ двухя 
ыы точказь Ви С, и будеть перпендинужирна къ ва 
В сательнымь, проведеннымь чрезь точкя В яС ($ 
= 128). Мы буданъ различать, по длинЪ, двё нормаль 

ныя, АВи АС, которыхь паправлешя совпадают, 

Всякая прямая, АП, АГ,.., проведенная изъ какой нибудь точки А 
въ точнамъь окружности Г, Ё,.. за исплючетень точекъ Ви С, лежа 
щихь на пормахьной, называстея змелонною из опружноети. 

Наклонныя называются риено-удалениылих отъ нормали, вели дугл 
завлючающяоя межну наклонныви п нормалью, раввы между бою, 
всли-жъ дуга вт перавны, то наклонных будуть мериано-увялены 
оть нормали. 


Тяг % 


Предаоженте. 
$ 154. Жоли нав какой нибудь зпочни провести двъ нормаль 
выл и назлонную къ окружность, то наклонная больше одной 
нормальной и менмие урушй. 
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1) Пусть изъ точки А, взятой вн® круга, проведены деф нормали, 
АВ в АС и наклонная АЛ); докажемъ, что 
АОРАВ и АО<АС. 
Соедипимт точку Ш съ цештромь О Прямая АО короче доманной 
АЛО, т. г. 
АВ-+-ВО =. ^0--00 


но радмусъ в0—п0, 
ъивдопательно АВ АО 
Пряая АГ корее зоманнов ЛОБ, т. в 
АР<А0+-00 
но радусь 02 ОС слёдовательло 
40<А0+ 06 
или ААС. 


2} Пусть изъ точки А взятой внутри круга, проведены де нор 
ман АВи \.С; докажень, что АФХАВ Н АФ-А’С 
Яонанная ОА’) больше примой ОБ, т ‹ 


ОДА >00 
ор=0В=0^А-+-АВ 
сдьдовательно ОА--АО>0А- АВ, 
отеюдв АПРА. 
Прливя АД в0роче поманной А'0--Ор а ОР=СО сдфдоватедьно 
АФ<А’С. 


$ 155 Сльдсвине. Пормаль ЛЗ есть ратчайшюе разетояне отъ 
точки А до окружности & пормаль АС воть наибольшее разстоян!е отъ 
точни до окружности. 

Предложеше, 

$ 156. Если чаз какой нибудь точки провести на опружности 
нормаль иразныл нажлонныя, то: Т) наклонных, равно-удаленныя 
отз нормали, равны меоюду собою; 2) наклонных, перавно-удален 
ныя отё нормали, неравны между собою. 

1) Пусть дуге ВС равва дугф ВР докажень, что наклолная 
АС—АБ. Проведя фрамусы СО пл РО получаиъ 
раввые центральные углы СОВ н ВОЛ ($ 142, 3) 
Поэтому, вЪ треугольникахь АСО и ДОР, менду 
равным сторонами (С0—=00, АО-==общая) заключа- ВМ 
ются равные углы; значетъ остальныя сходствевныя 
части равяы между собю и АС=4АШ 
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2) Пумь диа ВС больше дух ВП, докажемь, что навлонная 
АС>АР. Проведя рабуеы СО и ОО, найденъ, что 
центральный угоаъ СОВ больше угяа ВОР ($ 143, 
3). Повтону въ треугольникахь АСО и АЛО, нежду 
равныия сторонами (00—00, АО— общая), завлюча- 
Й ются яеравные углы; олфдовательно противъ больша- 

иг. 88 то угла дежить большая сторона (8 87) и АС>АО 

$ 157. Уже ванфчено ($ 139), что дв окружности, инфющя три 
общая точки, лежацшия не на одной прямой, совыёщаются между с0б0ю; 
вовтому ДВЪ отдБльный окружности не жогуть вмёть больше двух 
общихь течекъ. Дею окружности называются переспнающимися 
если имтють деть обийя точки. При одной общеи почет они 
называются касателными 


Предложение 


у 158. Де» окружности нереслькаются, вели разстоянме между 
5 центувми меныше суммы радёуеовь, а болише хз разности, 
Пусть дана окружность, которой цептрь 
О п ращусь х, подожамь еще, что О воть 
центрь другой окружноети, которой радлуоъ 
лазовемь бухвою В, а равстояше между цент-., 
рами—буквею 0; опредфиимь ращус В на 
ословани условШ преддожешя, по хоторыиь 
ОВ в 0>и-—^, 
отеюда &>)О—к я В<О-фи 
Проведя пряную чрезъ центры О и О до пересвченя окружности 
въ точкахь А и В, получинъ 0-=00, г-=0‘А—О’В, причеиь ОА 
и ОВ будуть нориаши для окружности О’. Вотавивъ, выбето Г их, 
инъ равныя, въ предъидущ!я неравенства, лолучимь В>>00'.-АО! и 
В<00 --033 ил 


В>0А хх В< ОВ. 
Й закъ, ны опредвани между лаки величинани звнлочается радость 
В окружности О: онх больше одной норкади и мене другой, которых 
проведены изъ точки О къ окружноети 0’, поетому, если отъ точки О 
по нормали ОВ отаожинь рауоь В, то коцвць вто ушадеть между 
точками А и В, волёдотые этого окружность, описанная раргусонъ В, 
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пересфчеть окружпость О’ въ двухъ точках: одна будеть по одной 
второнф норнази ОВ а друзая по другой вя сторон 


Преджожене 


8 159, Прямая, соединяющая центры двух пересткающихся 
хрузовь, перпендитулярна кз общей иса хордль и дълина ее пополам 

Пусть О и О’означають центры двухъ окружностей, пересёкающихея 
въ точкахь С и Г, прямая СП будеть ихъ общая хорда Покащень 
что прямая ОО, соедипяющая невтры, першен- 
пикуаярна иъ СП и что СР-ОЕ. Разенатривая 
положене точки О относительно концов Си Л 
ирамой СЛ, находямъ, что 00-ГО, какь рад! 
усы онружшости О; поэтому точна О должна 1е- 
жать на перпенкикулярь, возставленномь изъ свре- 
дивы прямой СТ» ($ 58). Также объяснится, что 
на этом же перпендинушярь дожжиа чежать точка О, и гакъ, перпендя- 
куляръ, возотавлеяный их овредины прямой СО, совпадеть съ прямою00“ 
т, в 00’ перпендикулярна въ прямой СП) и проходит чрезъ ея середину 


Предно жение 


$ 160. Деъ окруоюности касаются снаружи  еслу разстояние 
между изз центрами равно суммь радНусов5 

Пусть дана окружность, воторой центрь зъ О и 
радбусь ^; пощожимь еще, что О вот цектръ другой 
овружпоети, которой ращусъ назовемь бужвою П; про- 
ведемь пряную ОО, означимь первсбчено ея съ 
окружностью О’ буввою А, а разотояще между цеи- 
трамн назовенъ бувною 0, т. в. положных 00 =). 
Велёдетве условя предшожешя, ишфень Р-=В-ри, 
& отоюда 


В—=ПО-—г или В=00 —А0', 
дд В=0А 
Но ОА есть ецьшая пормаль, проведенная изъ точки О къ овруж- 
ности 0’, слёдовательно ола меньше всякой навлонной, значить, вс% 
точии окружности О, кромё А будуть лежать вн ‘точень другой 
окружности 0’. И такъ, окружности, инёя только одну общую точку А. 


будуть каватьол. . 
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Перпендикулярь ВС, проведенный чрезь точку А пъ лиши 00 
будетв общею ваватеньною объинь окружностамъ ($ 122) 


Предложен!е 


\} 161 Деж окружчостиь касаются и лежит одна внутри 
Флулюй, если разстинае между центрими равно ризности ра 
9445005 


Пусть 0 иг означаютт центр и радусъ меньшаго 
круга, а 07 ий центру и ращуеь другаго круга. Чревъ 
центрь Ок 0’ проведемъ прямую до пересёченя съ 
окружностью 0 въ точжб А. По человио инфемт, 

ВВ ь, 
тиф Р овначаеть разстояше между центрами  изь 
этого равенства пифемъ 
8—О-- 
нии 1—0 -0л=0'А 

Но ОА есть большая нормаль, проведенная изъ О кь окружности 
которой ращуеъ ОА; и потожу она больше воёхъ накионныхь, про- 
зедонныхь изъ О’нъ этой окружности; значить веб точки окружности 
описанной радусонь ОА, лежать вн другой окружности, и только А 
принадшежить изъ объянъ 

Перпендикуаярь ВС, проведенный зрезъ А къ зиши ОА воть 
общая касательная къ той и къ другой окружцости 


Предложея1е 


$ 462 Дою окружности касаются, если у нише веть общая 
почка на лини, проводящей чрезз ить центры 

Й действительно, смотря по тому, будеть ди эта общая точка 
мояду центрани, или на продолжени ляши цеитровъ, разстолне ножку 
центрами будеть равио сумы или разности ражусовъ, слёдовательно 
окружности касаются ($8 160 и 161) 
Обратно. Коли даь окружности касаются, то точка ито 

хисанёя лета на ли центрове 

Подонимъ, что окружности 0 и 0* касаютсл въ точда А (фиг. 91 ) спару 
жи. Кратчайшее разохоянй отъ ценера О до окружности О' воть радзусь ОА 
олфдовательно рацусь ОА еетьмормаль проведенная въ окружности 0: 
изъ точки 0 а тажь хань пормаль проходить чрезь центръ (у 153) 0', гв 
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три точки О, А ж О лежать на одной прямой и предзожене доказано 
Тавже доважется тотъ случай, ногда опружности касаштся внутри 


Предаожение. 


у 163. Деь опружности лежите одна визь друшом соли раз 
стоянёе меду. центрами болыио суммы радусовь. 

Нусть пана окружность, которой центрь въ О’ радфеь этой окруж 
ности назовешь чрезь х; позожныъ еще, что ( @еть центрь другой 
окружности которой раусъ назовенъ буцвою В к 
опредфлямъ его всафдетве условия 0.>В-е, #48 
означаеть разстояще между цептрами, т в. 00'=Р 
Изъ предъидущаго иеравенства имфемь П-П-г В 
изн В<00'—0'А Фяг 93 
гад. П< ол. 

Но ОА воть мевышая нормаль, проведенная изъ точки О къ окруж- 
ности, ошисанной радусомь 0”А, —сяковательно она меньше вебхъ 
ваклонныхь проведенвыхь изъ 0 къ окружности 0’, а валь раму 
В иевьше ОА, то воБ точии окружностя 0 будуть яожать вн\ 
окружноеки 0’ 


Предложение. 


$ 104. Деь окружнестиь лежеать. одна нутри друзой, всле 
разстояще между чентримь меньще разности рдёусовз 

Пусть дана окружность, которой центръ въ 0, ращусь вя паво 
вемъ буквою г; положиинь еще, что О веть цептрь 
другой окруждости, которой радгусъ назовем буквою 
В; полагая, что г«СВ, опредфиим+ рашусь В. По уело- 
вю О<В--г, 48 Р=00», отеюда И. П-Нг пла вста- 
зивь 0=00’ т—0'В, подучинъ [2>00'--0В вай фиг, 94 

В>0В 

Но прямая ОБ есть бодьшая нормель, проведенная ивзъ 0 къ окруж 
ности описанной радусонь 0'А; слёдовательно опа больше всфхь ва- 
влонныхь, прозоденныхь изъ О пъ точкань этой окружкроти. А какъ 
‚„раюуеъ В больше нормали ОВ, то в6$ точки окружности, опясаяной 
этииъ ращусомъ, должны дежеть внё другой окружности, 

Упражнешя. Составить предложешя обратный, изпоженныеь въ 
3$ 158, 160, 161, 163 к 164 и докавать ихъ справедливость. 
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ВОПРОСЫ 


18 Возетавать перпендикухярь къ прямой: въ вя соредиив, въ вакой ни воть 
тозвБ и въ одномь изъ концовь. На прямую опустить периендикуляръ 
изъ данной точки. Чрозъ данную точку провесть параллельную данной 


прямой. 
Вопровъ 


$ 165 Воставить пертендинулаярв из примой вз ея сорединь 

Пусть АВ означаеть данную прямую Изъ конца ел А, какъ центра 
`ралёусомь, равнышк данцой прямой АВ, ошишемь окружность; изъ дру- 
таго жонца В, какъ центра яВяъ же ращусомъ ВА, опи- 
шень пругую овружность: 056 пересфкутея, потому зто 
равотоявв между центрами АВ меньше сумны ражу 
совъ АВ-РАВ, н это же равотояще больше ихъ раано- 
сти АВ ДВ, равной нулю. Пусть Си означають ха 
точки первобчешя  опружностей; прямая СО, проде- 
денная зревь оти точки вакь общая хорда двух 
пересфкающихея окруввостей, будеть перпендикулярна 
вь АВ ($ 159) Обтавтоя доказать, что АР==ВЕ, 
Проведя ВС и АС, получинь два прямоугольные треугольника ВОГ и 
АСЕ, въ поторыхь ипотенуаа ВО0=АО, лань равные радусы, катетъ 
СР—общ; слбдовательно АР=ВЕ ($ 94). 

Примьчаще. Для рфшевйя вопрося можно за рамусы припать произвольныя 
лини, лишь бы только оп были больше цоловияы данной прямой АВ п равны 


мевду собою. 
$ 466. Предъидущее построве рёшщаеть зопрост о разделение 


яряной дийи на дтъ ровный части 


Зопровъ 


$ 167 Возставить перпендинулирь кз прямой вз какой ны 
геть ед точиь. 
Пусть тробуотся проввоть перпендинуяярь къ АВ, чрез накую ни 
будь ея точку С 
Отновинь произвольныя, равныя части СЮ-=СЕ Къ правой ОГ 
прикфнимь ршене предъидущаго вопроса, т, в, изъ Г, а потому изъ 
Е зав цевтровь, опищем» окруяшости радусани равными прякой 


п - 


ОЕ а точки пересёченя М и № соединииь пря- 
мою ММ; она раздать ОГ по-поламь, сабдо- 
вательно пройдеть чрезъ Си будеть перпендику- 

лярна къ АВ ($ 165) : 


Вопросъ Фиг 96 

$ 468. Возотавить кз прамои перпендикулярт, протодяиии 
{резё вя конец. 

Требуется провесть периендикулярь къ ЛВ проходящий чрез ко 
нець А не продолжая прямой. . 

Изъ произвольной точки О, лежащей въ прямом 
углу, оишемь окружность рашусонъ АО а изъ точна 
С, гдё окружность пересёчеть пряную АВ, проведень | 
данетрь СОГ навонень соединимь точку П) въ А Фиг. 97 
тогда получимъ испомый перпендякулярь АЛ — потому что угохъ 
ЛАС ввиеанъ въ подуокружности ($ 149) 

Вопросъ. 

$ 169. Налрямую опустить перпендинулярь изь данной точии, 

Пусть требуется опустять перпендикулярь изъ точки С на пря- 
мую АВ. 

На прлмой АВ возьмент проязвольныя дв точкя Ги Г, па глазъ 
одну съ одной етороны искомаго перпендикузяра, а другую съ датой 
стороны. Изь точки Р, какъ центра, опишемъ ок- 
ружноеть рамусомъ СЛ, и изъ точки №, каюь цен- 
тра, опишемъ окружность радусонь СЁ; 06 окруж- 
ноотя пересвкутся, ибо въ сабдетые построешя онё 
инзють общую точку С вн® лишк ОЕ, соодиняющей _ 
центры Фи Е ($ 158). Фиг 98 

боединивь прямою точви пересбченя Си @, получиитъ искомый 
периевдикуляръ Сб, потому что въ первьбкающихся хругахъ линя цент- 
ровъ ОР перпендикулярна къ общей хоркь 06 ($ 459). 

Вопросъ. 

$170 Чрез данную почку провесть параллельную данной 
иряной. 

Пусть требуется проввсть чрезъ точку С прямую, параллельную ЛВ 
Точку С соедивямъ съ какою нибудь точкою О, взятов на прямой АВ, 


_- 


принивъ топку Г) за центрь, радбувомь. ОС, опимем® кугу СА потомъ 
пзъ точки С, тьшьле радуюонь ОС  опишемъ 
дут ПЕ. наконець изъ точии Г рамусому, 
равныиъ хордё АС, опяшемь дугу и точку пе- 
реобченя Г соеданииь съ С ирявою СР,—9т0 п 
будеть иопомая параллельная. Въ самомь дфяё рав- 
ныя хорды АС и ПЕ, принакаежа пругамъ, опи- 
саннымъ равными ращусаия, должны ломать протилт 
равных центральных» углов ($. 142,2): слЪдовательно, уголь ЕСО ра- 
велъ АРС; а ню равенству этихь угловь, ‘внутревиихъ противулолоя- 
ныхь относительно АВ СГ при офкущей СГ) заключаем о параллель- 
ности правыхь СГ я АВ 


$ 171. ирюмллиние, Дь практиеВ, дли проводен:я параялельзых и нер- 
пендикухярныхь ли0, ст бодылимь удобстномт употребянюти обыкноветиу 
аинейку и прямоугольный (тортежный} треугольпиит. 

1} Пусть требуетсл чрезъ хочку С провести прямую параллельно къ пон А. 
Къ лы АВ приставииь ннотенузу прямоутояьнаго треугодвьняка МУР; а &\ 
одкому изв катетовь этого треугольника 
ирихожянъ линейку ОВ, потомъ, ие сдвя- 
тан лицейви, подвинемь треугольпикъ но 
дииейк? до тВхъ поръ пока ото ипоте- 
луза не пройдет 9рс9ф точку С: тогда ли 
ши, проведенная но ребру шп треуголь- 
ника плр, рМиить вопрос, потому что 
ири лияхь ММ п ша и сВкущей ОВ с0- 
отеётетвениые углы ММР и шар разиы 

фиг. 100. между собою. 

2) Положииь, что требуется чрезь точку © провесть нарлендикуларь -иъ пря 
мой АВ. Кадт ивь предъидущень рёшеши приставимч треугольник, ММР плотс- 
нузою ММ къ прямой АВ, д личейку 9К-— 
кь категу МР; потомъ, пе сдвигал линейки, 
переставимъ треугольникь другии швате- 
томь МГ ка линейку и будемт подвигать 
треугольшикл покз инотенула М’ пе прой- 
деть чрезъ точку ©; тогда, лия, проведен- 
пая но краю №№” лреугозьлика, будоть 
периевдикухярна къ АВ. Въ сомомь дВяЪ, 
= въ треугольнакахт, ИР’ и РМО угольР"Ы; 
фиг. 101. УГО, Р®КЪ тоть ие. уголь чертежнаго тре- 

утозьиикь, уголь ИЕР’--МРО, конф проти- 
зукохождые, сдВд. и троз{е утзы разн: ИРР-МОР, но’иервый изъ этахь у 
з6въ прямой, сх. и уголь ГОЕ—прямой. 


— 7 


15 Построить тколь, равный давнону. — Совокукить проязпольнов число 
уткопь.-—Изъ угла вычесть другой уголь. Уголь раздЪлить иоподамь И 
вообще ну степеяг чнола 2 Т+же задачи отпосительно дуг 


Вопросъ 


$ 172. На прямой пут, данной на нем тонкь, построить узоло 
равный данному узлу. 

Пусть на пряной АВ, при точи8 А, требуется построить уголь рав 
вый углу @. Ивь вершяны &, какт центра, опишем дугу бс произволь 
нымъ радусозиь; а потомъ изъ точвя Л, какъ центра, 
тёыъ же радуеомь, опишемъ дугу ВО Изъ точки В 
фащуеомъ, равнымь хордё Бе, опишекь дугу, и 
точиу ивресфчешя © соединимъ съ А. подучинъ уготь 
Аа; потому что въ кругах, опиванныхь равнымя 
радусами, раввымъ хордамь, ВС и Бес соотвт 
ствуютъ раввые центральные углы 


1ит 104 


Воирось 


у 473. Требуюнел совокугат ге адин узолз произвольное число 
24085, напримьрь 4, 5, с "т 

Проведенъ` какую вибудь прямую АЗ д 
и при 10958 А, взятой на ней; нане- 
севъ уголь ВАС, равный @; на пря- || 
мой АС, приток А, панесежь уголь || 
САТО, равный 6; паконець на бокё АО. 
пря ток’ А нанесемь уголь РАТ, 
разный с Очевидно, что уголь 

ВАННЫ 

$ 174. Чтобы из ума АЪС вы- 
честь уполь $ построинъ ваутри ео 
на одвомъ изъ боковъ, напримбръ ° на 
АВ, при точкё В уголь АБВ ‚равиый 
данному углу $, уголь СВО составить 098 . 
искомую разность Ттг 104 


Фиг 103 


—_м“- 


Вопросъ* 


$ 175. По извьстнымв двум» узлань зяреуольнина, постро 
знать третей 3104. 

Пусть @ к В означають данные углы Проведен пряшуло АВ и овна- 
чимт ка пей какую нибудь точку О. При 
этой хоч нанвсемь уголь ВОС=а, потом 
вто С00=$; роль ЛОГ будеть иско- 
Явы, потому 910 онЪ служить допольенень 
до 2-хъ прнмыхь суммв угловъ а--В, и 
искомый уголь треугоньшика инёеть тоже 
допопнен!в а--Б, ибо сумма угловъ въ тре- 
утольниьв равна’ двуюъ орявымъ угавиъ 


Чыг 105 
Вопросъ 


$176, Узола раздллить по-поламе. 

Пусть требуетел раздёлеть по-поламь уоть ВАС Опкшеиь кугу 
ВОС, нежду бовами угла, приналь вершяну А за центр, а ва ра 
русь произвольную длину. Изъ точекь В а С, какъ 
центровъ, рамусанн, равными хориё ВО опищему 
дуги, и пересёчене ихъ Е Фовдиняяъ съ вершиною 
А: тогда получинь угмь ВАР-ЕАС Въ сакомъ 

ит. 106, ДВаь, въ треугольниюхь АВЕ и АОГ, АВ=АС 
ВЕСЕ, АЕ-общая; сабдовательно и углы, лежаш!е протизъ рапныхь 
сторонь, ВГ я СТ, равны, т, в. уголь ВАЕ=САР 

$ 177. Раздвявъ по-поламъ каждый уголь, свотавннюний лоховяну 
угла ВАС, выь уголь раздёлямъ на 4 равныя чаети; а раздёливь по- 
цоламъ каждую изъ этихь четвертыхь частей, раздёдимъ весь уголь 
ВАС ва 8 равиыкь частей. Продолжая такимь образомъ, равиздимт 
зтоль из 16, 32 ит к равшыхь частей, и вообще на везвую сте 
пень числа 9. 

$ 178. Чтобы дугу ВС раздвлить по нолаиъ, соединиму концыя ея 
Ви Сеь цевтромь А; тавинь обравомь получит уголь ВАС, кото 
рый унфемь раздёлить по-подань, пусть уголь ВАГ-САТ; а пак 
равпымь пентральнымь угламъ соотвётотвують равных пути ($ 142), 
то дуга В равна кугё СХ 
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Этимъ способом дугу можно разилить па 4 8 16 ата 
равныхь частей, п вообще на всякую степень числа 2 


Прамьчане. Хути можно описываль рах усоиъ разхичиым» отъ хорды Вс ($ 176) 


зишь бы тольБо оф пересфились, 
28. Посуровть трезгольнвкь по хаппымь ч частныь досталочеымь дих опред®ле 


пл этой фигуры. 
Вопросъ 


$ 179. Даны двъ стороны @ в Б зиреузольника п ул 0’ ими 
составленный, восзироить треузольнике 

Пря точкё С па неопредьхешной прямой 
построинъ уголь С равный С’ и по боввиь 
его отложинь СВ=а, СА=Б; соединивъ 
точки А и В получинь искомый треуголь- 
нияъ ЛВС ( 95). 
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Вопрос» 


\ 180. Дана сторона и две зпла треуюльника построить 
треуюльник, 

1) Пусть даны умы В я С, при. 
левание дачному боку а. Отложинь на. 
цеопредвиениой прямой часть ВС равную 
&, и построивъ углы Ва С соотвёт. 
ственно равные угламь В’ и С’, поду- 
зиму искомый треугольникь АВС ($ 95). Фиг. 108. 

2) Если одинъ изъ угловь В’ и С’ должешь лежать лроиез ©то- 
роны а 10, опредфаивъ трет угохь треугольника ($ #75), приведем 
вопросъ къ предъидищену случаю 


Иримячеще, Треутольнивь тотда только ВОЗМОЖНО НОСТроить когде сумма двухь 
ханныхь угловь В’и С' моцьше дзухь прамихь 


Вопросъ 


$ 181. Построить треулольнияь по тремз 10 сторонииз а, Бис 
На яеопредвленной прямой отложимь АВ, равную зиши с, изъ точви 
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А вакь цептра, радусонъ, равиынъ сторовь 
р, опишем дугу; изъ точвв В, какъ центра 
рацусомь, раввымъ сторопф &, опишемь дугу 
до пересёчени съ первою дугою, ч точну пе- 
ресбченя С соединямъ съ точками Ви А 


ИН получимъ исноный треугольшикъ АВС 
фиг, 90) 


Примилане. Трвугольникт чогдя только зозможно построят, когда дуги пере 
сВкутея; поэтому разетояще ихь ценуровъ или бонъ ‹ холжеть быть меныпе 
симы дофхт друглхь боковь в и В и больше ихь разности 


Вопросъ 


$182 По дума сторонам и уму, дожащену протит одной 
изз ни, постропть туизаольниигь. 
4} Пусть давы стороны @ и 0, ГДК «>>, и уголь А’, поторый дол 
= пенЪ шежать противь большей стороны & 
Построинъ уголъ А равный Л’, и атио- 
кинь АС=У; прицавъ точку С ва дентръ, 
редусонет, равным @ опишемь ху, 
которая ветрётить прямую АВ въ двухъ 
точках» Ви 0, лежацихь по разпыиъ 
- сторопамь точки А —потону что, 3% 
Фвг. 110. свдотые условия, АС меньше ВС 
Проведя пракыя СТ} и СП, подучимъ два треугольника АВС х ЛС, 
ИЗЪ НИЗ первый удоваетворяеть условии, а во второмъ, стороны 
АС=5 и (б=а суть давпыя, во иротивъ большей изт шахт ложить 
18 ДАННЫЙ 7г0д®, а еко дополвеше САТО. 
2) Пусть- <, ‘а дапный уголь А’ долженъ лежать противЪ мень 
В Геи] 4С® СТороты а. Повтораву построено, 
--—ИХ/ | изложено въ Ч-мъ сдучаф, пайдемъ, 
—_—х _ т В что дуга, описанная изъ цейтуа С ражу- 
ПИШИ сон « пересёчеть прямую АВ въ двухъ 
Фиг. 111 точлахь Ви 1), по одну сторону точки 
А, потому что, въ садов условия, АС больше радзуса а, исдЁд, точки 
пересёченй должны быль блеже къ осковавю перпевдакуляра нежели 
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точка А, и иолучямь два треугольника ЛСЮ и АВЕ, удовдетворяю 
ще услошямь вопроса. 


Примъчазяе, Вопроеъ будеть возможень, если дуга, опясалнал изъ центра ©, 
редгусомь а, пересфчеть прлыую АЗ; дла этого кеобходиыо, чтобы а было бохь- 
ше разетояны СЯ; точки С до прямой АВ. Такимт образомъ, въ лерноме случа» 
вопрось всегда возможень, потому 1то радгусь и, будучи больше вавловной СА. 
(рыг. 110) необходимо больше периендикухяра, опущеннато изъ С па АВ 


3) Пусть и=Ф Построивъ уголь А, равный данному 
углу А’, отложимь ЛС-5, а изъ точки @, какъ цен- 
тра, опишемь дугу ралусомь « она пеобходиме прой- 
цетъ чрезъ точку А, и тапниъ образомъ получится 
греугольникь АВС 


Приняла. ь этомь случаВ вопросъ тогха только возможен, когда данный 
утодъ А’ острый; потому что, при условны а, два протявулежание угла, Ав В 
равны между собою; а въ треутольнияй не можеть быть дпухт тупыхт, а токже 
двух ириныхт уг2055 


17 Провести окружность 1резф три данныя точии, нележанИя па одной пря- 
вой. — Денвой окружлостя иля дапной дуги найти центръ, —— Провес- 
ти васательную къ окружности чрезь точку кривой, чрозъ точку внЪшеюю 
у параллельно данной прямой.—Въ треугольник вписать окружность, — 
На далнома основав! н построять круговой бегмезть, инвщающй данный 
уголь 


Вопрос 


$ 188 Провести окружность чрезв три данныя точки, неле 
экаиия на одной прямом. 

Лусть А ВиС означають три дашвыя точяи, Проведень дв% иря- 
мыл АВ и ВС,—05$ будуть хордами искомой опружкости; изъ сере- 
диНЪ этихь праныхь возотавиыъ пъ нимь лерпендикуляры 0О я ЕО — 
заждый изъ нихь пройдеть чрезъ центрь ($ 139); поэтому точка пе 
ресбчешя О будеть центромь искомой окружности, а ОА радусонъ., 

$ 184. Изь предъидущаго рёшешя видно: чтобы найти центрь 
оърузеносии или дузи надобно провесть двф пересфиаюнИяся хорды 
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и изь середиль вхьъ возотавить перпендивуляры, точка поресвчетя 
этихъ перпендикуаяровь будеть искомый центр. 


Вопросъ 


} 455 Провести касительную кз вл ружноети. 

: 4} Лоза дана ночна на окружности Пусть А 
цалиая точна; соединишь её съ центромъ О и в036т8- 
виыь перовидикушярь ВС изъ точки А къ радусу 40; 
ВС будеть касательная ($ 121 и 122). 

2) Кода дана почки виъ крупа. Пусть требуется 
Фиг. 113 провесть касательную къ окружноети О чрезъ точку А. 
Соедишимь центрь О съ точкою А; середину прямой АО примемъ за 
центр, а половину са за рашусъ. окружность, таким образомт опи 
санная, продеть чрезъ точки А н О, и первое. 
четь данную опружноеть. Соединивъ данлую очку 
А съ точнами олересфченя С я О, подучимъ дв 
касательныя АСи А. Вь самомъ бл, углы 
400 х А00О, какь вансанвые въ подуокруж- 
фиг. 114, ностяхъ, равиы прямому углу ($ 149); значить 
праная СА, прозедепцая перпендихузярно иъ рад1усу СО, касательна дъ 
окружности ($ 122). Тоже должно сказать и о прямой ОА. 
= 3) Дода касательная должна быть параллельна данной пря- 
мой Пусть АВ давиал прямая, Изъ центра О олустяиъ перпеидиву- 
ляръ ОГ на пряную АВ, а изъ точки пересвчешя 
@ возстановивь дериондикулярь ГС къ праной 0О 
этоть периендикулярь будеть касательною въ окруж 
ности ($ 122), и онъ паралаелень АЗ, лотому что 
двЪ прямыя АВь ТС периендикуларны къ третьей 
00. Другое рышене доставить прямая ММ, прове 
кдеяная пернендикулярно къ даметру @Г чревъ во 


нець ею № 


Вопрос. 


& 186 В» треузольникть описать окружность. 
Путь АВС дашиый треугольшакь. Припоминиь ($ 435), что вии. 
чить пругь въ треугошникв значить нашхи таной вругь, къ овружно 
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сти котораго касались бы стороны треуольника Раздёимь по поламъ 
два угла треугольшика, наприифрь углы А 
и В, изъ точка пересфчешя О опустимь пер 
пецдикуляры ОШ, -ОР в Обе па стороны тре- 
угольника, п доваженъ, что Ор=ОЕ=04. 
Въ прямоугольныхь треугольникахь АБО 
и АРО, при общей лпотенуз& АО, острые 
углы равны между с0б0ю, РАО-=РАО, вл8- фиг. 116 
довательно остальныя части равпы, Од-=ОЁ, 
АР=АЕ. Точно также азъ равепотва прямоугольныхь треугольников 
ВОО и ВСО, найдемь, что ОФ==06: значить О0=ОР=0@. По 
этому, принявь О за цеятрь, а ОП за рамусь, получим опружноеть 
которая пройдеть чрезъ точни 0, Ги С а стороны АВ, ВС и АС 
будуть къ ней касатеньныя въ точкахь 0, Фи Г ($ 422). 

$ 187. Для рашеня вопроса, мы раздёлили шо-поланъ углы А и 
В, легко объиенить, что ирямал, дилащия по-полимз трет уголь 
С, пройдеть чрез точку О пересьченя двузз первые равно-дъ 
дящихь. Въ самонь дфль, проведя прямую СО, цайдемь, что въ пря 
воугольныхь треугольникахь СРО и 060, пра общей япотенуз СО 
катеты 90 и РО раввы; сибдовательно и остальных части равпы, т. е. 

згодь ЕСО=угау @С0. 

$ 188. Мы защётили (3 486), что АД==А: поэтому, если окруж- 
кость вписана вв узь, то бок ума, озраниченные почками ка- 
сал, равны между собою. 


риньиате. Подобно тому, как мы зинсали окружность 
можно пропесть оружность, воторая касалась бы кф пажямь 
пибудт тремт ирямымь. Таюъ, чтобы окружность касалаеь къ 
ирлыымъ АВ, АС ц ВС’ (фиг. 117);разаблиыь углы А и В в0- 
поламъ, а изь точЕй пересёченя ихъ О онустимт, мерпевдяху- 
тары ОЕ, ОР и 06 ва данпын ирлыыя. Изъ равенстроа тре- 
утольниковь АОРи АОГ, ВГО и В@О, получимь ОГ=-00-—06; 
слфковательно окрежность, описаннаи пзъ лелтра О ралусомь 
ОР, удовлетворить усломаиъ вопрос. › 

Збели прлмыя АС и ВС’ (фьг. 118) параллельны можду со 
бою, и требуется описать овружность, для которой прямыя 
АС, ВС’ в АВ были бы посвтельными, то надобно поступить 
ав тозно, как мы поступили въ предъидущень случа, до- 
казательство бухеть такое же 


ыы 18 
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Вон ось 


\ 189, Ла данной прямой построить крузовой сезменто, вмп- 
эиеций данный удло. 

Пусть ЛВ озназаеть дапную прямую, которая дояжна быть хордою 
круга, преченъ одонъ изъ сегментов, отдфанемыхь этою хорхою, 
должешь содержать виисанные углы, равные 
напередь данному углу М. При хочи® А по- 
строимь уголь ВАС, равпый углу М изъ 
точки А возставиыъ перпендикулярь АД къ 
боку АС, изъ середиры Е хорды ЛВ возета 
впыъ къ пей перпепдикулярь №6; пересфчене 
О ($ 71) этяхь перпендикудяровь прямехь за 
центрь и радусолъ АО опишенъ окружность: 
оив пройдет чрез, точху В; потомучто ЛО==ВО 
{\58), п АС будеть къ ней касательтою въ тознё А ($ 122). СегивнтЪ 
АКВ есть искомый; въ самомт д , вси! впясаниый въ немъ угожь АМВ 
равель половин центрального угла АОВ, соотвётетвующаго дуг ЛВ; 
уюаъ ВАС, образуеный касательно и хордою, гоставаяеть танжо по- 
човиву того 26 цевтральнаго угла, сдфдонательно уголь АМВ=угау САВ 
а убаъ САВ=М; значить уголь АМВ=М 
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ОТДЪЛЪ ЧЕТВЕРТЫЙ 


$ пронорщюнальноеги лишй п подоби прямоланейпыхь флгурь 


18 Попле объ измёреля неличинт.—Веднчивы сонзмёримыя в песолэнри 
мыя, ихождеще общей ифры двухь коянчествь.— Везачини пропорц! 
Бальшыя иряно и обратво.—Утглы пропорщональны дузамь, описавпымъ 
изь вернниь равными рамусами; изиврее угловъ. 


$120 Измэрать ве ириииу значить узпать язЪ скольвихь едю 
чище, изн частей единицы, ова состоктъ. Ядинацею называется про 
извольная величина  одпородцая съ тою величиною, которую пахобио 
изыфрать *)} 

Въ томь случа, погда единица содержится въ даниой величин 
безъ оетатка, дариая еличица составитея изЪ едвницы, повторенной 
столько равъ, сколько она содержалась въ изымфряемой величина, и из 
ивряеная величина изобравизея цфаынь пивноданпыму числонт. Напри- 
ибръ: если футь содержится $ разъ въ прямой лиши то эта праная 
равна о футамъ; если прямой уговь содоржитсл вь пругомъ угаЪ 3 
раза то посддшй равенъ 3 прямымъ 

Въ томъ ехучаВ, когда еданица пе содержится ровно, безъ остатка, 
въ изифривмой ведачинй-надо послать таную величипу, которая водер- 
жалась бы безъ остатка канъ въ изнфрлемой воличипф, такъ и въ еди 
ноцё, и сабдоватедьно была бы общею мърою и мя измаряемой ве- 
личины и дия единицы, Такъ накь въ этомъ случа общая мёра, или 
в6в равно, часть единяцы, будстъ содержаться въ изифряемой велизи- 
.% цблое число разъ, то изыфряеная величина будегь состоять изъ 
частн единицы, повзоревной вЪекодько разъ, и сяЪдовательно выразит- 
ся дробиымь именованныяь числомт. Напр. есаи футъ ме содержится 
въ изыфраеной прямой ц%10е чисдо разъ, а содержится въ ней ц6л08 
число раз четверть фута а именно 7 разъ, то общею иЪфрою дяя из- 
ыфрисмой. прямой и единицы будетъ четверть фута, и пряиая выравит- 
ея кробиымт именовалнымъ чисзоиъ ^/, фута.**) Въ дроби, полученной 


*) См. мою Ариеметвеу. 
2+) Дробное именоваяное чисдо нногда мояшо замрнить составныйь шенован 


дЫВЪ Числомь. 
6 
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при лзибревит величипы, числатель будеть показывать сколько 
разь общая авьра содержится в замвряемой величить, в знаме 
натель—еколько разг ти эюе мира содержится 65 единиц, 

И такъ вопроеъ объ измбреши яеличины пряводитея къ другому 
вопросу: навии обинио эру между двумя величии, изъ пол 
рыхт одна принимаетея за едицицу. Этииъ вопросом» рёшитен И ТОТЬ 
случай, Тогда лаифряеная величица выразится Цыымь числомъ: тогда 
общею ыфрою будеть ‘сама единица. 

$ 191 Скотря по роду величинь, слособы или премы  дил от5- 
искивашл общей иёры шежду двумя величинами, бывать различны. 
Мы дожны повазать эти способы для воъхь иротяжешй т. е. для лн- 
ШИ, поверхностей и объемовъ. 

Замфтимъ, что одна отъиенациая общая м®ра двухь величишь вле 
четъ за собою множество таквхъ иёрт, потому что напремфрь, */, или 
1/, или */, и т. этой общей ыбры также будуть содержаться бозъ 
остатка вт оббихъ везичипахь. Позтому мы будемъ отьнекивать общую 
наибольшую мёру 


*Вопросъ 


$ 192 Нити общую нанболушую миру между двумя примими 
Пусть АВ к аб озмачають двф даниыя прямых. 
Налотррь меньшую днийо аб па большую остольго разъ, сколько 
возмоЕио. 
Пусть аб улотишаеь отъ А до С три 
вова оъ остатком СВ, т. в 
АВ-ЗаВ-НОЬ . ‚ (1); 
пусть остатоть СВ укладывается 5 #ф кзл 
раза, съ остаткомь РБ, сафдовательно 
аб=2Св--Оо..... (2); 
пусть остатокъ 06 въ ипрежнемь остаткв СВ содержится ровно дву 
раза безъ отатка: сдёдовательно 
СВ=205 4... (3). 
Прньая 05 будеть общею ифрою ланцыхь лиц. И двйетвятельно’ 
ветавинь во (2) равенство, зыето СВ, вму равное 20Ъ, получииь 
@—=2х 20-4 
9$ =50Б 
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а изъ (1) равешетва, при той ‘ке подстановаЬ  выфото а к СВ имъ 
равпыхь водучимт 
АВ=3Х80--20 в, 
АВ=175. 

Прямая Оф есть общая м®ра дя панаыхъпрамыхь АВ п 45: опа 
въ первой содержитея 47 разъ, а во второй 6 разъ, въ обопхъ оду 
чаяхъ безъ остатка, Докажемнь, что Оф есть мнибольиая инфра. 

Въ самом иёлё: нанбольшая ифра должна содержаться 63% остатка 
въ ранвыхь примыхь АВ я 46; слЗдовательно, по равенству (1), она 
доляпа содержаться без осташка я 2% СВ“). Таже наибольшая ибра со 
держится равно въ аб ин СВ влфдовательно, по (2) равенству, она 
заключается базь остатка и въ 06. Позтому общая наибольщея мёра 
не можеть быть больше 05; н какъ Оф завлючается ровно въ АВи 
406 то 08 есть общая панбольшая мфра 

Предъидущий способъ отыскиваШл общей наибольшей ибры сходен 
иъ отыскиваюень общаго намбольшаго дёлителя между двумя чисхами: 

Менииая лая панладывается на большую, остаток накл 
дывается ни ненышую динйо, новый остиитокз напладываетея на 
зервый остаток и т. 9.,—пикдый осталтокь накладывается на 
предьидущий остаток; если одинь и3з остилиновь уложится 
ровно 08 предзидущемь, то онё и будеть общею наибольиею 
мою. 

Сльдуя втому правилу, отъискивается общая наибо тьшая мёра между 
двумя дугами, описанвыки равными ражусаия, 

И такъ вопрось объ изифреми прямой дивия кончель: стоить 
только паять произвольную единицу, наприм$рь аршинь, футь, ДЮйнх 
цайхи общую паибольшую м@ру жежду дапиою прямою и язбравною 
вдиницею, олредфлить скольно разь эта мёра содержится въ далной ян 
Ши и сколько въ едишиц, и накоцець мервов число примять за чяс- 
читель. а второе за знаменатель (8 190). 

Тоже отноеятся къ изибрению дугъ, при чем за едипиду прини 
мается дуга, наприюфрь четверть окружности, палисаоная тбиъ-же ра 
ЮМусонь какимъ описана данная дуга. 

$ 198: Отношещема одной величины къ другой, однородной сь 


Сы мою Архомелику 
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ею, называется отвлечениое число, показывающее столько разъ вторая 
величина содержитоя въ нервой пли какую часть первая величина со 
ставалеть отъ второй А 

Охиошен!е величипы А иЪ величин В изображается чрезъ 
ци А В обратное отношеще, лиешио отношен величины, В въ А. 


изображается чрезъ в или чрезъ В.А. 

Когда изьфетна общая мфра ДВУХЪ зеличияъ, 10 отрошене ихъ вы 
разится отношошень чисель, показывающих оволько разъ общая мёра 
содержится въ каждой изъ нихъ. Въ самонь даё, воли общую иёру 
велачинь А п В пазовекь черезъ @ и подожемъ, ‘что она въ первой 
величин содержитея ж разъ а во второй я разь то 

А-тй, Вей, 
; А та т 
а сяфд. отношеве и замфцится отпошенемь „а, которое равио ** 

8 198. Есди общал мёра Ф есть виёетв оъ тёыъ и нанбольшая, то 
числа 8 и ® необходимо взапипо-простыя. ДФЙстонтельно, допубтивъ, 
что ия имфоть общаго дфлитеня, паприиёръ 7, положямъ 

т=1, и=Ту 


сшвд ($ 193) 
А=74. в, В=74. у; 


значить А и В имваи бы общею иброю число 74, которое больше об 
щей папбольшей м®ры. 

$ 193. Зная отношене величины въ другой, припимаемой за еди 
ницу, будень эпать и ыФру первой величины, потому что будеть из- 
зЪотно изъ сколькихь вдиниць или частей едипицы состонть первая 
величина; поэтому 60717065 065 зизтрену велечиия приводится #8 
натокденю отнощеня измтряемой величины из единииь. 

$ 196, Величины, пифюпия общую ыфру, навышаюзся сомалиьри 
мым, а нвимёющя вя—песоизмримыми, 

$ 197. Ца практик, отыскивая общую итру двух воличинь, 
веетда достигаемь столь маныхь остатковь, которые ‘ие могуть быть 
залфтиы, и такимъ образомъ будетъ каватьсл, что }:953 певоизиВри- 
кыхь лиш; толь теоря можеть убфдить насъ въ томъ, что дВ- 
отвительно бывают несозывримыя линш. Докажемь, что мнотенуза 
фавнобедреннаю прямоуюльнаю эредольника несоизмирена эм 
хатетомв то-же треурольники, 

Пусть въ треумаьниив АВС уголь С-праной и категь АС-=ВС, 
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звачигь уголь А-В и каждый равелъ половин пряма:о А» пиотонуз 
АВ и патезу АС примфиюмъ способъ отыскашя 
общей паибольной мёры (192). Тазъ какъ ипоте- 
пуза АВ больше катета АС ибо наклонная больше 
порпендякулира ($ 52), чо отлолинь АС по АВ, 
отъ точий А иия что тоже, опишемъ дугу изъ точки 
А рамусохъ АС до первобчейя ся съ ипотенузою 
АВ получаыь 


Фиг. 121 


АВ=Аб--ВР .. (4) 

Замётимь что ВБ мельше АС, зъ самомъ дв, проведя хорду 
СП лодузрыъ уголь ВОО, соетавяенный хоркою СЛ п пасательною ВС 
{$ 123), оиъ равешь доловинё центрельнаго угла А  сяфдовет: онь 
равенъ */, прямаго; поэтову вь треугольнихв ВО, сумма угловъ 
В-ЕВС-=3/, прямаго и уголь ВОС тупой, значить онъ больше астраго 
угла ВОО, и бокь ВО мопьше бока ВС=АС; и такъ кашем» АС 
содержюится вз ипотунузь ВВ только одинз раза сз остиипкомз ВЪ 

Чтобы прохолжать способъ отъискивашя общей наиб: мёры, надобно 
иоенотрёть сколько раз ВО содержится въ АС ини въ ВС ($ 192) 
Проведя чрезъ точку О перпендикулярь ВЕ къ ппотенузв АВ, вифот8 съ 
т6ыф отрвжемь СЕВ; ибо этоть перендихуляръ будетъ хаватель 
ная жъ окружцости, значить въ углё ОР буцеть вписана окружность; 
сафи па основаши ($ 188, СР=РЕ; а эта послёдняя равна ВО, 
потему что въ прямоугольномъ треугольнихв ВОТ, угодъь В равенъ 
половин прямаго, сзёд: м Е равень половин® прямаго, значить бока, 
щежатие противъ равныхь углозь В я Е, равны между гобою; аэъ 
звоего скаваннаго завлючаень, зто СЕЕВО а 

ВС вди АС-=ВО-ЕВЕ 

Очевидно, по ВЕ>ВР ($ 52), вябд: надобно еще узпать еколько 
разъ ВО содержится въ ВЁ; дия этого ваифтимь, что треугольнивт 
ВОР пряноуголень и катеты его В. и ОГ равны значять катеть Вр 
в5 ипотелузВ ВЕ содержится только одинъ разъ съ остатконъ В@ 
этоть посдёдшй получится, когда изъ точки Г радуонь РО-=ВО 
опишемь дугу. баб: ВЕ=ВО--Вб и 

Аб=2во--Вв. 

Принёння къ прямоугольному треугольнииу ВРЕ, въ котором ка 

теть РЕ=ОВ зоо сказаниое о даннемъ треугольни АВС, найдемь, 
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ито обтатокъ ВС водержится дпа раза въ катетв ВО (въ первом 9 
тати®), ст оотатномь, я т. д Отеюда видпо, что опособъ для отфисви 
зан общей папбольтей хфры межу ипотенузою и катетомъ равнобед- 
решнато прямоугольнаго треугольника вовгда приводить хЪ остатку, 
екольно-бы дфйетвю ни продолжали; поэтому алотенуза и китеть 
рявпобедренноо прамоольназо трезпольника насоизмтримы; пт, 
ито тоже, динональ в. бонь поадрата несопзитрими. 

$ 198. Когда двБ ведичпиы соизыврихы, тогда отиошене ихт, 
лань уже замбчено (190), выразится цфлымЪ иди пробныиу, числомъ" 
всля-же величины несомзмёримы (т е для нихъ нётЪ общей мЪры) 
10 отношене ихъ колжно выразить по приближешю съ ивласмою 


точностью. 
Вопросъ. 


$ 499. Наяниь приближенное отношене двузз прямыхь лини 

Отпошене двухЪ есотзуВримыхь ный можеть быть вайдено только 
праблизительно н вся сущность рёшешя этого вопроса состоитъ въ томъ, 
чтобы цайти приближеце съ желаеною точностью. 

Пусть А я Воозначаютт кв орямыя, и требуется пайти отпошение 

1 

ИХЪ @Ъ ТОЧНОСТЬЮ 6 п. 910  зПачить, что истинное отношене 
А В п приблаженю, которое мы ищемь , лолжны разииться па число 
1 
меньше 10° 

Вообразюмь, что пряжая В раздбаена на 10 раввыхьъ частей и 
положимъ, что, укладывая десятую часть В, 1. в. В лини А 
отазалось, что А содержлть 23 части, цо нев содержить 24-хт ча 
стей, т.е 

АРХ ЬЕАИХВ 
16 10} 
изъ эти неравенствь получаиь 
А.А 24, 
>01 <59; 
А 23 4 1 
с2®д. в закаючается мендуту К ду которыя разшитсл па 5 поэтому от- 
Ар 33 

ношеня 3-в зо дадуть разность которая будеть меньше 5 значить 


А _ 28 1 
В — 10 6 тошеетью дот; 
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Танииь образолть предотавлястся востда возножныхь найти прибли 
женное отнашеюе между двумя прямыми  Способъ этотъ мы осио- 
вали на возможности дзленя прямой на произвольное чиешо равных 
застей; а какь намъ извфотонь рока слособъ дфленя прямой только 
на 2, на 4, на 8 ит. д. равиыхь частей, то предложииъ другой 
премъ для отъискивавя приближенного отношешя. Возьмемъ найденныя 
выше перавенства 


А 3х В пАЫХ В, 


ВУЬ ИИХЪ ПОЛучАНЬ 
в > 23, < 


Отеюра заключаемъ о това найти арибалижениое отношене А 


(8 зпочноетью 90 с надобно взать 10 резз чиелитель А и -по- 


смолульть, сполико рав знаменатель В содержится вв получен- 
ной дани. 

Этинъ способомъ доетигавтея ша практик бфлыная точность про- 
тивъ способа, изложеннаго выше, ибо избфтаехь дфленя В на меня 
части а потому въ поспбдетьи и будемь прибёРать вь этону ело- 
6055. 

риближенное отношеше между пугамл, опосанпыми равными раду 
ами, паходитсл точно тание, нап и приближениое отвошеню между 
ирамыши, 

$ 200. Равоматривая уголь ВАС и соотв®тетвующую 
ему дугу 0С (фиг. 224), ошиеаниую нзъ вершины про 
извольнымт радусомъ, замфчаент между инми слЁную 
щуе зависимость. 

1} Съувеличешемь дугн ВС уввличиваотся централь . 
ный уголь ВАС, потому что большей дугВ с09т88т- фиг 104 
сотвуеть и больш уголь 

3) Съ увеличешемь дуги ВС въ нЪфоколько разъ увеличивается во 
стольшо же разъ и соотватетрующй ей центральный уголь ВАС; в 
самоль ДЪлВ, если отдожиыь отъ точки В дугу ВС, напримёрь три 
рава, то полузимъ дугу ВШ большую дуге ВС зъ три раза, и этой ду 
уВ ВО соотефтствуеть уголь ВАД въ три раза больш! угла ВАС, по 
тому что соедипнут точки дёлеши съ центроиъ увидим что уголь 
ВАР состоять изъ трехь углоль, равныхь углу ВАС 
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Велбдетве того, что съ увеличешень дуги въ нЪовольно разъ уве 
пачиваетея во столько ше разь и соотвётствующИЙ ей цептральный 
уголь, доажшо заключить, что какому цфлому числу’ равио отиошене 
Двухъ дугь, тотону же цёшому числу разно и отношене соотвфтотвую 
щихь ннъ угловъ. Налривфръ 


: ВАО — 
отпотее 2 ета 


== 3 и отношени ау Во = =3 


Звая, что съ увеличещемь дуги въ ифоколько разъ унедичиваетоя во 
столько же разь и соотвЪтетвующий ей центральный уголь, или, что 
все равио, зая, что кавому цфлону чволу разно отношене пугь, та- 
кому ш6 цёлону числу будеть равшо и отвошеше соотвётетвующихь 
имъ центральныхь угяовъ, докажешь, что воли отношен!в дугь выра 
зятоя не цфлыиъ чнеломъ, а дробвымь или несовемёриныйь, то та- 
Жимъ же точно числомь выразится и отнощен!е соотвфтетвующяхь им 
девтральныхь угяовъ. 
г ` Берешь произвольные узлы @ и (фаг. 122), припимая 
вершины ихъ за центры, опивываемь дуги а’ и 6 про- 
изводьтыми, но равными радусами, и докажень, что 
отношене а : В равно отиощенио @': В, 
МА тогда отлошеню а’ къ 6’ выразится дробиымъ числонь 
иди весоизыриныхъ 

Дан этого надобно на самом Дёл® панта то и другое 
отношеше, и поемотрёть раввы ли они между собою. Въ 
этошъ не представится затруднешй, ибо нам известно, жакъ ищется 
отношене между двумя дугами {$$ 192 и 199), точно иди по прибаи- 
Женю, смотря по тому будуть ли дуги осизифримы илине соизырины, 

4) Пусть дугя @ и соизм®рины и общая ихъ мбра и ($ 192) 
содержится въ а’, 7 разь, а въ 6, 5 равъ, саздовательно а’, 
5 = щ, отсюда отношение ду 

в 1 
5, 

Кажкой дуг 2, содержащейся въ 0", Ь разь, а зЪ #7 вт 
вётетвуеть центральный уголь д; волёдетве равепотва дугь и цен- 
тральные углы равны между собою, слФи: уголь @ разйхитея па Та 
Ъ ка 5 раввыхь частей, тажъ что а=7р, 6==5 р, отсюда мимоше 
34е 408% 


@ _Т 
8 
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Й тавь отлошеше угловъ равно отношению ду ге в 
а |. 

2) Пусть дуги 2 я несоизивримы. Отлошене ихъ можеть быть 
пайдено только по приближенно, п мы должны доказать, что прибли- 
жешя отпошег!й дугъ, съ одной стороны и угдовъ, съ другой, всегда 
равны между собою, при всяхой отепепи приближеня — въ этомъ с0- 
стоить понят!е © равешотв® несопзибримыхь отношенй. 

И тапф подожниъ, что требуется найти’ отвошеше шежду дутамя съ 
точностью до */. Пия этото дугу &' раздвлинъ 
на 4 равныя части и яайдениую часть будемъ 
укладывать въ дуг а’ и пусть дуга 


а>и 3 ла <, 


4 4 
в 17 а 18 
те о <, 


сидоват, = @Ъ точшостью ДО И, 


Катдой дуг 2 соотяблотроть центральный уголь и вс® эти углы 


равны между собою, слдовательшо можно сказать, что уголь $ рав 
длень па 4 равныя части, и оцау изъ этихъ частей укладыраля въ 
уг а слвуователью 


ь И 
ви дио< 18 = 


отеюда =>и 2-28 


едбдоват и съ точностью по 1 


й 

Значить приближеше отношеня дугъ = всегда равно приближе 
ню отношеюя соотвётетвениныхь угловъ, потому что, вызето Длетя 
дуги $ на 4 равныя части можно дфлать ее ва каков угодно чисде И 


такъ 
а 
и 
вании бы числомъ ни выразилось одно язъ отихь отношешй 
Еси зависимость, существующая межцу центральными угдани и со- 
от вфтетвующани инь дугажи будетв имёть мёсто между вакиня нибудь 
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двуня волизииани А и А, 10 ВЪ НИЫЪ можно примфиять все сейчас 
сназациое о центральныхь углахъ и соотвтотвующихь ямъ дугахь въ 
чемь убъидаеть насъ слёдующее предложеше 


Предложение. 


\ 201. Еслу деть веллиния находятся 85 пакой зависимости, 
7ю в0 1-05 с5 увеличещемь чли уменышетемь одной изь нить, 
друзая тоже увеличивается цли уменыцаеотся и 10 2-тз с5 уве- 
личемемь паи уменошенема одной вё 9, 8, 4,... раза, друзая уво- 
личивчетсл или уменыиается 680 столько же разз, то отноше- 
нёс какихз нибудь двух количестот первой величины равно от- 
ношению соотаынствующуит5 вмз количесивь оторой величины. 

Пусть А и А’ овначають дв величины, однородпыя или разпород- 
пы, которыя удоваетворають условямъ предложешя, именно съ уве 
личешенъ нли умецьшещемь велячины А в® 2, 3, 4.... раза уведи- 
зивается или уменьивается во столько же разъ и величина А. бзла- 
чиыт бувано @ ир кашя пибудь двф величины, принаддежания А, а 
буквами а’и б’ соотвфтетвующия лиъ воличеиы н принадлежащил роду 
величинь А. Паприибрь, ебли лодъ А будешь подразуиёвать углы, а 
подъ А’ дуги, отзчающия этимъ угламь описанных изъ ахъ ворщинъ 
произвольными, но равными. радтусами, то поль @ и 6 должно равун®ть 
влые пибудь два уга, а подь д’ и 5’ две дуги, отвфчающи отныт 
угламъ и описапныя изъ вершине равными радгусаии; наприи%ръ, можно 
подразумфвать угаым и дугы изображешлыя на фиг. 123 

Для яености напишем» величины одпого рода А въ вертикальном ь 
стоябиё 1 протявъ цихь соотвётетвенныя имъ величины рода А" 


А А 
величзиб а соотвбтетвуеть а 
> Й ъ > 


Накобио ковазать мо а.В==а № 

Для докавательства предшоменя падо зайти отпошеве @ къ 6, но- 
томъ найти отвошеше @ къ М п если окежетея, что пайденныя отио- 
шения равны между 60б0ю, то предложена справедливо. Намъ дзъзетно, 
что отношеле двухъ величину отысвяваетея тотшо, — когда величины 
соизыфрины, или паходятся только по приближенио, — когда эти вели- 
зины явсоивибушыы, поэтому при докавательствё зредложешя необхо- 
димо разшячать два случая. 
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1) Положинь что @ и В сонзавърины и общая пхъ ибра и со 
держится ву а, напринфрь 7 равъ, а въ 6 65 разъ; сафдов в=7ж, 
Ь = 652% и отеюда отношене 


Чтобы пайти отпошеню величинь аи вамфтамъ, что отъ умень- 
шешя @ въ 7 разъ, аб въ 6 разъ, велфдетв!е втораго условя пред- 
ложеня, соотаётетвенныя лмъ величины 4 и 6’ уменьшатся: первая 


въ 7-мъ, в вторая въ 5 разь, такъ что 
величии я или 2 будеть соотвьтетвовать >, 
ъ у 
ром м 5 
И так, одной и той же везичинь 2? рода А соотвётетвуютЪ двё 


й 
величины м и ы рода А’; эти двё велячины необходимо равны невду 


собою. Въ самомъ дёф; евлибъ одна была больше другой, то вышло 
бы, что съ увеличешемь величин рода А’ остались бы безъ пережЪны 
велочины рода А — что противно первому условио преддожешя, зна 
читъ 


в 
7 


у 
= бою 


И такъ наждое изъ отношенй : т поровнь равно '/ь сдвроват 


$ 
эти отношеня равны между собою, т. в. а: =а № 

2) Пусть количества а и $ несоизырины 

Найден отцошешв величины @ къ 6 по прибяижению, папринрь 
въ точпостью до 0,1 помощью елособа, изхоженпаго въ $ 199 

Певториих а лесть разъ и положльгь, что 5 въ 16 содержитея 
налримёръ 17 равъ съ остатвомь но 18 разъ не можеть содержаться, 
значить 


аи а _18 

104 > 1 па < 18 тела, >30 >, 
, а_м 1 
сифдоватольно -7=5б 6% ТОЧНОСТЬЮ 10-1 


Чтобы найти отпошене ведизины 4 къ 5 зашбтинь, что съ уве- 
дизенень а въ 10 равъ, а О въ 17 равь, а потомъ въ 18 раз, 
волёдетые пвтораго условя предложешя а’ увеличатся въ 10 разъ ь 
увеличится въ 17 разъ, а потомъ вт 15 разь, тавъ что 
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величии 104 будеть соотвётотвовазь 104 
По , 175 
, 18 , 185'. 
Мы уже заюбтиця, что 10а больше 478 и 104 меньше 188 то 
веЪдетые первлго усложя предложеши, похучинь 
109 МЫ я Юе<188, 


а отсюда 
а' 17 @ 18 
Ри < в, 
поэтому 
ат. 1 
15 СЪ точностью до 10° 


И такъ цаждое отношенце ры и = порознь выразилось одним итьмь 
же числомь съ точпостью 0,1, точно также найденъ, что отпощешя 
- р ее будуть пыль одишановыя цифры въ сотыхь, тысячиыхь 
ит к разрлцать, сафдов. эти отношения равиы между с0б0ю т. 6 
в 5=@:и 

$ 202. Ебслы деъ величины натодятся 03 такой зависимости, 
790 65 измючетеме одной измъняетея другая эпакаьме образом», 
что отнонине канихь нибудь двуть количествь, припидлежа- 
4455 первой величить, равно отношению соотвьтотвенныхь има 
поличестивь второй величины, то тоюя величины называются 
прамо-пронорцональными иди, проще, пропорпональними, 

Чтобы узпать существуеть ли пропоршональность мешду дауил в6- 
личицами, то, согласно сейчасъ приведенному опредфлешю, падо дик 
хавихьъ нибудь двухъ количествь а и 2 первой величины найти сот 
вЪтотвуюния имъ два количества 4’ и второй ведичины, и есяь 
онажется, что отношенв @ `® равио отошешю @ ° В’, т в. если ока- 
жетел, что пропоршя @: Б==а’: В! справедлива то эти величипы прямо 
пропорщонаяьны между собою 

Дия открытя  пропорщопальности нежду воличинани чаще веего 
скужать предложено предъидущаго $ именно: еблв съ увеличещемь 
иля уменьшешемь одной велячины другая тоже упеличивается или 
уменьшается, и вели съ уведичешень или умельшелемь одлой въ 
2, 3, 4„... разв, другая также увеличивается иди умепьшается во 


столько-же разъ, то тая величины пуяно пропоршюнальны можду 
69бою, 


— 93 — 


Предяоженае 


$ 203. Умы пропорональни дума, заклю внощимев между 
иде боками, опиеаннымь изь вершинь равными радшсани. 

Предложен этб доказано въ $ 200, а также можно его разоматря- 
вать какъ сддстве предложеня, изложениаго въ $ 201, ибо съ уве- 
личешемь вля умельшешемь куги упезичивается или уменьшается цеп- 
ральный уголь, притомъ, всши дуга увезичится или уменьшится въ 
2, 3, 4... раза, то во столько-же разъ увеличится или уменьшится 
# соотвётствующИЙ ей центратьный уголь. 

Прильчанае. Хотя съ увеличещемь дугь увеличиваются н в 
отвфтетвенныя имъ хорды (5 143), но дуги непропориональны 
хордамъ. И дзйствительно, сразиявая дит АСВ В 


ея поновиною АС, виыбеть отношене 
дута АСВ 


див 672 
Прямая АВ короче ломаной АСВ лёд АВ<2АС, = 
отсюда отвошел}е Фвг, 175 
хорды АВ 
хордь 0 <? 


$ 203%. Есль дею величины натодятея въ такой зависимости, 
100 65 измиейемз одной измумяется друзал таким образом, 
что отношение вояки дез количеств в вере зеличины равно б- 
ратному отношению соотвттствующихе количества второй ве 
алия, то зая величины назиааются обратно пропорональ 
ными 


Предложен! в 


$ 204. Деъ величины обратно пропорйональны, если в0 1-5 
© увеличещена или уменошенеме одной изз ииха, друпая уметь 
чецетел или увеличивается и во 9-55, 664% 68 увеличенеме или 
уменьщетемз одной в% 9, 3, 4,... раза друлал уменьшается или 
увеличивается во стольно-жее раз. 

Ходъ доказательства тотъ-же, что при доказательств& предложешя 
© прямой пропорщонащьности ($ 201). 

Пусть А и А! означають дв величины удовлетворяющая условии 
предхожешя и положимь, что 
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А А 
козичеетву < соотвётетвують & 
Й Й 


. . 


а р 
Извфотво то обратное отношеше дая — равно -„- надо кока 
а „ 
зать что = 
1) Положимь, что дл 5 сонзыфряны п общая изъ мёра 9 09- 
периияся, панринфрь 7 разъ въ ди 8 разв вв 6 тв 4=7тъ 
— 5, отеюда 
а 7 


=ъ. 
Велфдетые условия предлоненя иыфеми, 


в 
величин -7- иди 2% соотвётетвуеть Та, 


ъ 
, 5 жж 5% 
Значить одному и тому-же холичеству 2 первой ‘величины А. доля 
пы осоответетвовать равныя-же величнпы 74’ п 5)' ради велячинь А, 
т 6. Та БЫ, а отсюда 


т 
75 
Итавь 
Щи 
Ш. 


2) Цусть количества фи © несонзифримы  Найдемь отношеше ко 
личества @ въ 5 съ точностью напр до 0,1 Для этого возьмоиь и 
десять разъ и позожинъ, что 

10217 в 10418, 


отеюда 
Иа 18 
хо, 


эпачить 


17 1 
= Фъ точностью до 10 + 


Велфдотве втораго условя предаожевня инфемх 


а! 

воличинв 104 соотвётетвуеть р 
у 
.. ТТ › та 


Я 
„ 1% ‚ = 


— 9% — 


А какъ, по условю Та я 1018, то 
и ш г 
юз 


изт посаБулихЪ двухъ неравепетвь получиит 


значать 


+ 


Ч —.И въта ое 
«7 15 6Ъ течноетью до о 


. и 
Точно также найдемъ что отношешя 5 п-^ будуть путь оди 


наковое чиелю сотых, тысячныхь ят д разрядовъ вла эти ото 
щешя равны между собою, т. в. 


Предложение 


$ 205 Центральмыы уюлз измеряется дузою, заключенною 
между его боками, 

Изырить угоду, зпачить узпать изъ слользяхь едипиць и частей 
едянвцы состоить данный уголь, что достигается  вапЪ извФетно изъ 
$ 195, отысканемь отношешия изуфряемаго угла къ едивиць. Обык- 
понецно за сдинпцу дип изиврешя углевь приивыають прямой угозъ 
1), вышичина потораго постоянна. Поэтому, чтобъ изифрить накой пи- 
будь уголь 4 падо найти отноше угла А, къ углу О. Навъ известно 
($ 203), что отношене угловъ равно отношешно соотвётетвенныхь инъ 
цугъ, описанныхь изь вершинъ равными ращусама; олфдовательно 
чазвавь бупзами и @ дуги соотьзтотвуюния угаань А п В, иолу 
тим 

да 

5—4, 
значить пзмфреше ушла А преводотся къ наховденно отвощеноя дугя 
& къ дуГВ 4. 

Отпошене дуги @ къ дуг 4 паходитоя помощию наложешя 
{$$ 192, 199), а тавъ пакъ дуга. Я, соответствующая пря 
мому уу, равна четверти  окружностя ни можеть быть при 


вата за единицу дугъ, то, найдя отпошеше 5, ны виветь съ тВыЪ 


лайценъ число одивиць и частей здиницы  содержашяхея въ ДУ а, 
или все равно мёру дуги < 
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И тавъ ифра угда А таже, что и дуги @ 

Въ этомь смысл принимается выражен: 
дузою. 

$206. Хотя въ употреблешя изложелнаго првма и не представ- 
дяется “затрудиеый, потому что было показано, пакъ пайзи отвошеше 
между лугами окружностей, иммощихь равные радёусы, точное иля по 
приближенно, —сыотря по тому, будуть ди дуги соизм®римы или иеео- 
языьриыы; во’въ практив® никогда ив прибфеають къ 
этому способу, а употребляють обобый инетрумепть— 
транспортнииг 

Вообразинь, что окружность круга, описапиаго про 
извольвымъ радусонь ОА, разллена на 360 равныхь 

Фиг. 127 частеН, каждая часть называется градусома. Пели в0- 
еденить всё точки дёленя съ центромъ О, то получим 3600 угловь, 
хаждый изъ нихъ именуется угложь въ одимз зрадусз. 

При разных радтусахь, и дуги въ одиоъ градусь будуть пеодвиковы, 
16 уголь въ одивъ градусь остается постояннымь. Дйствительно, если 
изъ центра О описать кругую опрувиость радусонь ОА’ к продол- 
жять воф рамусы первой окружности, то новая окружноеть раздёщится 
на 360 равныхь частей или традусовъ, которые неравпы ‘порознь прея 
винъ 360 дугаит, углы же при центр останутея безъ перемёиы, ло- 
тому что велачина угла не зависить отъ длины его боковъ. Повтому, 
при опрелфлени числа градуеовъ, содержащихся въ углё, можно опре- 
дать ихъ по дугё, оплсаниой производьшымь радусом» а завлючаю- 
щейея между его сторопами. 

Транспортер воть абдный или роговой полунругь, раздёленный 
ва 180 градусов; слёдовательно въ его окружности будеть 360 гра- 
усов, Градусы ДЪиятся еще маждый на четыре разныл части а 
чаще-тольто по-полань. 

Приставивь трапспортирь кь данному углу такъ, чтобы его Даметрь 
Фювдаль съ бокожь, а цептрь пришешся въ вершашй, зомфчають на 
трапепортир® ДВлене, чревъ поторов проходить другой бокъ угла: чисде 
традусовъ между бокам и понажеть чпело срадусовь угла. 

Число градусов угла опредвалеть его золачину. Пусть, вапринёрь 
въ уг6 А, 15 градусовъ, сибдовательно и въ соотв тетвующей ему 
дуГВ таиже 15 градусовь, а оъ четверти онпружности $0 градусовь 
Поэтому отвомеше угла А къ прамону Ш, будеть 


узолз измтряетсв 


потому 1то углы пропормональны дугашь и такимъ образонф угошт А. 
составляет г прямаго 


Традусы припяхо двлить на 60 равныхь чостей, называвиыхь ми 
нутани; а шинуты--па 60 равныхъ частей пазывавиыхь секундами, 
секунды подраздвляются ма десятыя, сотыя ит д. части. 


Бели уголь А=12°15' (т, в. 12 градусамъ 15 манутанъ) то 
Ая пи ТВ, 
5—5 5400 
слрдовательно А 0,1 3— приблизителено 

$ 207. Когда угол начерченъ закимъ образом, что его бока 0- 
ставляють хорды, иди хасотельныя, пли сёнущя овружности, то дая 
изибрешя такого угла пфтт надобности описывать между его боками 
дуги, пакъ обълонено въ $ 205 а мотво воспользоваться уже данною 
окружностью. Раземотрим» веф случаи. 

1) Ваисаниый уюлё изморяется половиною душ, заключею 
чцейся между ею бовами; потому что отъ составлиеть половину 
центрадльшасго угла, соотвёзотвующаго этой дут (} 147} а центральный 
утолъ изыфряется соотв®тетвующею ему дугою [К 205} 

2) Узола составленный хордою и касательною, проведенноо 
17635 конец этой хорды, ивмтьряетоя половиною заплочающенся 
аз нем дум; потому что опъ составанетъ половниу цеитравьнаго угла, 
соотвётетвующаго вто дуг ( 150). 

3) Узола, которало вершина внутри круз чамьрлется полу 
суммою ду, закмочеющится между бокази утла и ила продол 
экешемо; нозому что опъ равешь полусушы» центральных урловъ 
соотвётотвующихь пуганъ, занлючающимся между боками угла и ихъ 
предолжешями ( 151). 

4} Узоль; потодино вермина виь пруш, измпряетсв полураз- 
ностью дузз, заключающиихся между сло боками; потому что 08% 
равень половинй равноети цецтральныхь углонь соотауотвующихь 
пугамъ, закаючающимся между его бовази ($ 152) 
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19, Пераззельный пряныл отсфкають отъ двухь див, кавъ ил есть прове- 
денныхь, иропорщональных части. Жорда уреутольника, проведения па- 
радаельно одному изь боковъ, раздблнеть дэф ироши езорошы па части 
прокориоцальные. — Обратвое иредзожеше. — Лишш, иронеденныя изь 
одной точки, раздёляются паралаельными ирямнын на процорщональния 
части, а сами дались параллезьныя зннш на части, соетовлиющия про 


порщю. —Обратное иредложеы 


Пред тожен{е 


$ 208. Доь прямыя разсъивются тремя пара мельчиии на 
части пропорйональныя, 

Пуеть ВМ и ОМ — прямыя, разебчень ихъ дзумл параллельными 
31 я СЕ; здЪеь разоматриваются дв® величины: отрёзок на одной 
иряжой п соотвототлующий ему отрёзокь на другой 
нежду этиня отуфеками замёчаежь сяЗдующую зази- 
сишость, если только эти отрёзни заключаются между 
параллельный дишани. Во 1-хь, съ увеличен 
ВС изм А, уноличивается соотв тетвующи отразокъ 
ТЕ или Ло Во 2-яъ, вели узедичимь отрёзокь А 
напримёрь, №5 три раза, 76 и соотвтетвующи ему 
отрзокь ПЕ увеличится также въ три раза. Вь 
самомь ДВЗЪ, отложиыь клину Л отЪ тозки В, па- 
пражбръ, три раза В0==06=СН, и чрезъ точны дфлейя проведемт 
прямыи параашезьныхй Вр,-получиыь за ОМ три огрёзка. Чтобы до 
кавать ихъ равенство, проведень П, Кя и ЕЁ параллельно ВХ; въ 
уреугольинкахь КИ, Ки и РБГ стороны И, Ки, ГУ равиы между 
собою, ибо | = На, Ки = Сб, Е/=ОВ, кекъ параллельныя нежду 
параллельными; о но условшю Нб—=С@=СВ, сяфдовательно упомянутыя 
сторолы равны между собою; углы этихь треугольниковь также равны, 
пакъ соотвётотлецные; а равенство этихь частей влечеть равенслно 
остальныхт, сходотвенныхь частей треугольниковь, —- сафдовательно 
Г =КЕ=тр, 

Я тавъ отр6зки одной праной ВМ пропорщонадьны отрёвяань дру- 
той даши ОМ ($ 202), тазъ что сели проведемь каф нибудь три 
паралдедьный ММ, СЕ и ВО, го получить: 

ВС: СУ=ОЕ: ЕМ, 
ВС: ВМ=0Е ВМ 
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Предложеше 


$ 202. Хорда треуюльника, проведенная зараллелито одному 
13% 60к0в%, ралдъяяетз два прое бока начасти пропорлйоналаныя. 

Въ треугоньшякь АВС гроведемь хорду ОЕ па- 
раллечьно боку ЛВ’ зогда на 60^5 АС получамъ два 
отрёзка АБ и СО, которымь будуть соответствовать 
на бокё ВС  отрёзни ВЕ и СЁ надобно доказать 
10 АБ: СВ=ВЕ: СЁ. Фиг 129 

Чуезь вершину С нроведемь прямую СК параллельно боку АВ, а 
презъ кажую пибудь точку С}, взятую па преодолена АВ, проведемъ 
СК параллельно болу ВС таклыь образом получниь дв прямыя ЛС 
и КС, разофчениыя тремя парадаедьлымя АС, ОН и СК; воабдетайв 
предъидущато предложения имфемть 

АО: 60--6Н: КН 
АС. С0=СК; КН, АС; 0—6. СН 

Во @Н = БР, КН = С1, СКВО, наюь части паралиельныхь» 
заключающихся между параллельными; сяждовательно, подставляя вт 
ипредъикущи пропоршн, выёсто ОН, КН я К ивъ равныя, подучныь 

А0: Ср=ВЕ; СГ....{1) 
АС: Ср=ВС: СЕ....{2), 
АС А0=ВО: ВЕ....(3) 

Пропорщи (2) п (3) показывать, что 20рда треуюлзника 
зараллельная одному 425 60к0в%, отдьляетб отризки ть друзцаь 
боков пропориональные эпиьме бокам 

$ 210. Ольдстее. Проведя РЕМ параллельно боку АС 1 у1оь- 
цика ЛВС на основаши предъидущаго предложеня получимь 

ВС: СГЕАВ: АМ: 
но АМ-=БЕ, сл ЗС: СЕ=АВ : ОВ. 

Сравпивая эту пропорццо со (2) пропоршею предъядущаю  арашра- 
фа получим 


де _ 80 _ 48, 

бр — ЕВЕ 
Предъьдушие члены отихь отношев! суть сторопы треугольнива 
АВС, а посдфдующие члены- стороны треугольника СОР  отрзавнаго 


хордою ОЕ параллельное боку АЗ Поэтому „ 
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Хорда, параллельния боку треуольнита, отризышет» тре 
уольникь, которо стороны пропоршональны сторонамь пера» 
зареуюльнике, причем пропорйональныя стороны лежать эро 
чииь равныхя уалоат 


Предложен. 


$ 211. Обиояно: орда зпреузольники, раздьляющал 908 боьб 
на части пропоруонильныя, параллельна тровиему боку. 

Пусть АС: СР=ВС : СР; допажень, что ОГ параллельна АВ. 
Чрезь точку № проведем 06 параллельно АР; нь 
сафистые предъидущаго предложения ($ 209}, полу 
чимь АС: С0=ВС: 06. 

Сравыивая члены этой препорщи съ члепами 

Чиг. 130. данной, найдемь, что Сб=ОЕ; поэтому точка @ 
должна совпасть съ Г, п прямая 06, парзллельпая АВ совпадет® съ 
Ш: зпачать хорда ОР параллельна боку АВ 

Предложен. 

\ 242, Пряный лимиь, проведенный изо оды й точки, ралдь- 
днютсп парчалельными прямыми на пропоуийональния части, и 
вами дилять пиралдельния ии нц части, состаолтюиия тро- 
порцию. 

Положиыь что РК паразаельна АП докажет 
сн вк 


=н6-кд* 
Хорха ГС треугодьнияа АВО параллельна боку АП, 
вяфдовательно 


АЕ_ в 
=55. (0 

Хорда @Н треугольника 130 паролиельша боку ВС 
сафлователью 


(2) 
Хорда НА треугольника СПО первилельна бопу СО, слёдовательно 
сн _ к 
У6=кб ©. (3). 
Въ каждыхь двух изъ этихъЪ трюхь премори!й эоть 10 общему ог 
ронеиНо- слфдовательно веб отнощенит равны между собою, и 


АР аси _ К 
о 


2) Докожвит ато 


Е к 

Хорда Р@ треутольняюа АВО, паранлельнан боку АВ, отрфзылаеть 
треугольнииь Р6О, котораго бока пропорщональны сторонамт, треуголь- 
злка АВО’ сле 


АВ _ 0 


ва = в0° 
По гов ге призлн изъ треугольниковь БОО п СВО. лолуявы 
вс _ со, 
т — но 
изъ треугольниковг СЗО и НКО 
св _ со 
пн — мо 


Вторыя отиошешя этихь трекъ пропорщй равыы между собою (\ 210) 
сафдовательно 


Ав _ вб _ бп 
Но ик 
ИПредложен!ю. 


$ 213. Обритно. прямия, соединяюция соотатынственныя 
чиочки, двапийя пораллельныя либи на части прокуийональныя, 
пересюкиютех в одной почке. 
Пусть ЕК параллельна АВ, и 
^в_ №0 _ бр 


6 — нак 

Иоложиыь, что прямыя АР и 86 переббиаются в% точ О тре 

буется доказать что прамыя НС ПК ипровдутъ 

чрезь точку О. Чрезъ точки О п Н проведень иря- 

мую, и положниь, что она поресфчеть АЛ въ точкв 

М; па основаши предъидущаго предложешя, полу 
Ч 


АВ: 6 =ВМ: СН; 
а но усшовю 


АВ. 61 —ВС:6Н. 

Въ этихь рвухь пропорщахъ три члепа одпой равны трем чи 
иань другой, слфдовательно н четвертые чшены раваы, т. в. ВУ: 
поэтону прямая ОН пройдет чрезь точку О. Точно также, донажется 
что прямая ОК пройдеть чрезъ зочку 0; слфдовательно во празыя 
АК, ВС СНаЪЕ пересжлаютсл въ одной точи6 О. 


— 102 — 


20 Подоб о треугольников, еличене ихт подобя ст ихт ранеаством®, 


$ 214 ы видвии ($ 210), ито хора, параллельная одному из 
бововъ трезгольюика, отефкасть пругой третгольният, котораго стороны 
пропорщональны оторояамъ парваго треуговьника, и угам одного равнин 
утявм» пругаго: таве треутольтики пазываютен иодобными. Сяздова 
тельно дих воякаго треугольника можию получить сколько угодно пороб 
ныхъ выу треугольшиновъ, стоить только проводить хорды, которых 
нножество, параллельно какону-пибуць ето боку, о пересвченя 5 дру- 
тимл ботами рай ихъ продолжешячи. И такъ, 

Дов прелольнииа называются подобными вели узлы одното 
авны порознь уламь друнио в отодетвенныя стороны пропор 


чиональны 
Прекложение 


$ 215. Де треуюлинииа подобны, козда залы однозо ить них 
равны порознь уламз друмио. 

Пусть умы А, В С соотаетвеано равты 
угдань А!, В, С; падобно доказать ($ 214), что 
сторопы этяхь треугозьшиковъ пропорщональны. От- 
ложииъ Ср-0'4', я прозедень ПХ’ паралиельно 
боку АВ, подучимь ($ 210} 

46 _ 6 _ АВ 
паб би БЕ 

Въ треуродьлиахь СОР и А’ВС’ сторепы 
СВи СА равны между с9б0ю и углы, приежаще кь этимъ еторо- 
нань равны сорознь. ДЪКотвотельно, С-=С’ по ушовно; узонь П) ра- 
вень свовну соотв®уствениону А, ири параляельныхь ОР и АВ и 
сбкущей АС; а уголь А = А № убжощю, сабловачельно угозь 
0=А!' Равенство упомянутыхь чаетей злечеть, равенотво еходетвен- 
иыхт сторонь: ОЁ=ОВ’, ОР=-А'В' одетавяия въ предъидуцую 
пропорщио, вифото СРСР и ОР, им равпыя, получинь 


46 _ В0 _ АВ 
АС о АЛИ 


М аи въ треугольнинахь АВС и АВ’ 0’ умы равны и еход- 
савенный стороны пропорщональны  сафдоватольно треугольники по- 
добны 
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Предложеше 
$ 218. Обревтно: дв тфреузольните подобны, еслё стороны 
одною иропорщональны сторонамз друмио (фиг. 133), 
Пусть Авель. . (1 
Надобпе доказать, что уголь АЕА’ В=В, С=0'. 
Отложить СП-=А’'С’ и нровеемь ПОГ параллельно АВ полу 


изъ ($ 210) 
АВ 46 __ В0 
рой > СОК ИВ (2). 
Газхёливь отношеня (1) на соотаётотвующия имъ отношеня (2), 
получяхь 


с. 
2. 


ср тр 
Но СО=АС сабдовательво отлоеше дгезе=1 зНаЧИТЬ °Б"ЕТ И 


2 =; моюща ОРЕЕА"В, СРВ. 


Й такъ, стороны треугольника ВОЕ равны порознь сторонам 
треугольника А'В'С/; поэтому уголь О=А!. Ме уголь О==А ($63), 
сабдовательо А-=А’. Изъ тёхъ-ше треугольняковъ вибвмь С=0’; 
а равенство двухъ углозь въ двухь треугольнякахь влечет равенетво 
третьихь угловъ: В=В. Впрочемь равенство этихъ посибквихь угдовъ 
можно доказать точно тавимь обрезомъ, квкъ сейчась было доназано 
равенство умовъь АА’. 


Предложение 


$ 217 Два треузольнииа подобны, воли даль стороны одною 
пропориональны двума сторонам друлло, в узлы между этчми 
сторонами равны между собою (фиг, 183). 

Пусть уголь С=0 

и А0: А’С'=ВС: В’С'; 
докамемь, 110 треугольники ДВС и А”'С’ подобны 

Отдоживь СР — А/С' и проведя ПГ парашивльно боку АВ по- 
дуняь АС ` 69=8В0 : СР 

Сравнивая эту пропорщию въ дашшою, найдемь, что СР=В'С , потону 
что три члена одной пропорцм раввы тренф зленаиъ другой Повтому, 
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въ урвугольцияахь ОБ и А’В'С даб стороны СР и СТ равны ото- 
ровашь А’ и ВС’ п улы между шыи Соя С’ равны; очфдова- 
тельно остальныя часты треугольникомь также равны, Ниенио” уголь 
-=А'. Но углы 0 п А также равыы, какъ соотвётотвенные при па 
раллельныхь АВ и № и обкущей АС; слбдоватольно уголь Л =А 
а воафдстые равелотва двухъ угловъ АА’ С-=С’ и трейи углы В 
и В/ равны. Я тань треугодьшики АЗС и АЗС’ подобны ($ 245 


Предложение 


$ 218. Два трелольнииа подобны, козда стороны ила озаиино 
паралаельны, иль козди онть взаньино перпендикулярны. 

И дАнотвательно, намъ изввотао ($ 96 пб 97), что треугольники 
равноугольны, когда ихъ стороны параллельны или перлендикуляриы 
а равноутозьные треугольники подобны ($ 215). 

Замётинь при этомъ, что сходствениыни сторонами будуть тЪ, 
хоторыя взаимно параллельны или ззанмно перпендикулярны потому 
что эти стороны лежать противь равцыхь угловъ, 

Повтову, ели А, Вя С означають стороны одного треугольника, 
в, $ и с--бторовы пругаго, притомъ, если А параллельна или пер 
певдивулярие @, В паразлельна или перпендикухярна В, С ларалиельна 
или перпецдикулирна с, то ныбемь. 

двс 
ао, 

$ 219. Сравнивая предаожоня о равенотв® треугольнияовь съ 
предложенями, относящимися къ ихъ подобщю, пайдемъ, 1то, замфпяя 
въ перзыхь слово раоны. относящевсл въ сторошамь, иронорияо 
нальныя, полузямъ предложены о подоби треугольниповь. Исключеше 
составлять чоть случай, ногда въ треугольнилажь ость только но 
одвой равной сторон%; лутъ вамфиы равенотоа зропоррональностейо 
не можеть быть потому, что дв величины т. 6. дв® стороны, одна 
одного, а другая другаго треугольнияа, не состовляють пропорщи. По- 
этому, повил признали равенотва треугольников, буден знать и при- 
знахи ихъ подобя: оетапется только запомнить, что равпоугольные треу 
Зольшики подобны 
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Предложение 


$ 220. 3. подобныхе треузюльникаль, стодетоенныя основе 
пропорйональюы высотамь, 

Пусть треугольника АВС и А В С' подобны и уоль А-=А , В-=В 
слфд. АСн А'С' будуть сходетвенные бока; 
примень яхъ за основаня я проведемъ вы- 
соты ВО и ВЪ'. Треугольшияи АВ п А'' О 
подобны, ибо прямой, уголь АБВ-2А'/ В! а 

по уелевно, уголь А=А!; са: 


Фиг. 134 


а въ саБдетвю подобия давлыхь трегольниховЪъ инфемъ 


4846; 
А’ 
изъ этихъ двухъ пропорщй, по причинё общаго у ннхъ отношения, 
подучимъ АС __В5 
АЮтТЕра 


21. Подобные позигопы.—Разложеше ихъ па подоблые треугольяики. — 
Пернистры подобяыхь полигоновъ откослтсл казт схолетвенаяе бока. 
$ 221 Возьмем накой нибудь инотоугольникь АВСОЕ; проведомт 
пагонали изъ вершины А во всВ профи вершины. Проведем® хорду 
3'С' паралдельно боку ВС треугольника АЗС- чрезь С’ проведемт 
хору С’0’ параллельно СП, ваконедь чрезъ ПО’ херду ОЕ’ на 
ранлелью боку ЮР треугольника АРЕ: такимъ образовь получикь мно 
тоугольникъ АВ’ОТ.Е’, котораго узлы равны узлема переето мно- 
зоуольника (8 63 и 70). Легко убёдитьея, что еторовы втихь мно- 
Гоугодьннкоь пропорцювальня. 
ПЪ самомь ДЬЛЬ, нвъ подобля треугольняковь 


АЗС и АВС’ (8 215) 
АВ __ №5 АС’ 
АВ —^ ВС Аб * () 
Изъ подобя треугольиковь АС) я АСВ 


фт 135 


Аб А 
СА Аве (2) 
Изь подобя треугольнаковь АРЕ и АДЕ 
АТ’ _ р _ А (3) 


"АВ ОР АЕ 
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Въ равенотвахь (1), (2) и (3) есть общая огпошеня, сжёдовя 
АВ’ __ В! 
АВ —^ ВС 
т. е. стороны одною мноюуюльника пропорбональии сторонамь 
друмио нозуюльника. 

При этом® замётимь, что пропорщональныя сторозы соедишяють 
вершины равпыхь углов, п называются сходсяивенными. Тавь СЧ) 
и СО сходственныя стороны, он® стягиваютъ вершины равныхь уг- 
ло: СОРЕСТЕ, ОСВ=Ь'СВ'. 

Понят!, изложенное зАбсь © сходствентыхъ сторонахъ иногоуголь 
никовъ примфняется и къ треугольникаюь: и дфНствительно, въ треу- 
тольнлкахь мы названы (8 88) сходотвешиыми сторонани т^ которыя 
дежатъ противъ равлыхъ утловъ, по ов также совдиняютъ вершины 
равных угловь, потому что въ подобныхь треугольникахь вов углы 
одпого треугольника равпы вебиъ углам другаго. 

$ 222. Деа мноюутольника называютел подобными, сели умы 
09010 равны порознь умамь друзаго в сходотаенныл стопоны тро- 
зораиональны. 

По этому опредбленю явадратмы. подобны между собою: потому 
вто углы одпого равны угламъ другаго, пакъ прямыя; а стороны их% 
пропорщенальны, въ слёдетые равенства ихъ вЪ каждомъ квадрат. 


тельно 


Предложене 


$ 223. Дод мноузольниие подобны, если дитонали, проведен 
ныя изв одной вершины 65 казидомь, во веть прошёл, дълята ить 
4 пророльниюи подобные и одинаново Фасположенные. 

Пусть дагонали проведенный изъ вершинь А и А’ ниогоугольни- 


Е] ра  хозь АВСОЕ и А’В'СТУЕ" дают подоб- 
2 БИ пые треугольники АВС и А*В’С', АСЬ 
а. | й А'С0', АШБЕ п АТР; одинаково 
Г: и расподожене видио изъ чертежа. До 
пажемъ. что многоугольниви АВСОР и 
А’В' СТ" подобиы. 

иг. 136. 1} Углы этихь иогоугольии ‹овъ равиы 
Въ санонъ ДБ, наприиврь, уголь А состоять изъ угловь ВАС 
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САР, РАЕ, которые порознь и соотвётотвелно равны услано ВРА С’, 
С А!'Т!, Б’А' ТЕ! составлющиюъ уголь и 
.А’, потому что треугольниии АВС, АСР 
ЛАОЕ подобпы треугольникаиь АВ’С, 
А’СР', АО’ и одананово съ ними 
расположены а въ подобныхь треуголь 
пикахЪ углы боотвётетвенно равны. 


2) Сходотвенныя стороны препорцио- Фиг, 186 
нальвы 
Изъь подобля треугольновь АВС и А’В С’ иифень 
АВ _В6 _ АС 


ЛЯ В/6"— А. 
Изъ подобля треугольниковт АС я А’С О’ 
АС СР АР, 
А’ бо АБ 
изь подобля треугольниковь АБР и АО Е: 
АР ПЕ АЕ 
АЕ АР. 
Въ этихъ равенотвахь есть общёя отношении, повтоиу в08 отно- 
шеня равны между с060ю, и 
АВ _ Вб _ 0 _ БЕ _ АЕ, 
АПТ во’ер = 
Й такъ мпогоугольтики подобны ($ 222) 
$ 224. Примючане. Всегда бываютъ покобны: 1) ромбы, въ ко 
торыхъ веть по одпому разному углу, 2) прямоусоульники, въ #о 
торыхь дв сможныя схороны пропорщоваяьны, 3} параллелограммы, вь 
которыхъ веть по равпому углу между прокорщонале ными сторовами;— 
квадраты же всегда подобиы. 
Во воВхъ этихЪ случаяхь млогоугольниви разбиваются на подобные 
Ш одипаково расположепиые треугольники, 


Предшо жене, 


225. Обратно. два подобные мноюзлольнииа дзоналями, про 
веденныхи цзз вершина равныхь узлов, разбиваются на треузоль 
ники подобные и одинаково равположенные. 

Пусть многоусольнинь АВОПР подобен АВСЛУЕ, и утолт 
ВАЕ-В’А’Е’, докалеиь, что треугольники АВСиА’В О’ АСР и 40, 
АРР и АРТ! подобиы. 
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Треугольнихи АЗС п А’ВС' подобны потому, что стороны АВи ВС 
пронорщональны А’В’ и В’С’, какъ схокотвенные бока подобных мно- 
тоутольниковь, п углы В и В’ шежду отими сторонамк равиы, какь 
углы тхЪ же многоугольниковь ($ 217). 

Чтобы доказать подоб!е и одипакозаго равположещя треугольников, 
АСО и АС’, объясним сперва, что уголь АСО--А’С'О’, Дайотви 
теяьпо: 

уголь В00-=В СР но усяоню, 
и ВСА —= В'С’А! изъ подобн треугольников АВС и А ВС 


сад: ВС —-ВСА-ВСТУ ВА’, 
нии утолъ АСО=А’СТ 
Изг лодоб я многоугодьниковь нифешь тадие 
ВС:В0'-=Ср:0'!, 


а изЪ подобя греугодьшияовь АЗС и А’В' С, 
ВС:В'С’-=АС: АО 
вал: С0:0Т'=АС:А' 0, 
и треугольники АС и А!’СЛУ, пифя равные улы ЛОБ и АСВ 
мевду пропорщюнальными сторонами --подобпы. 

Также донажется подобе остальныхь треугольняновь, сколько бы 
ихъ ии было; вироченть цодоб1е послёдиихь треугольниковъ АДЁ и А 
можно довазать и тиф способом, наниыт было доказано подобю пе 
выхь треугольчиковь АВС и А’В:С’. 


Предложение 


$ 221, Перимелиии подобных инооуолиникова пропорибонильны 
стодетвеннимь бокам. 

Пусть иногоугольники А ВООТ АВСО1 подобны; сивдовалель ю 
стороны пхъ пропорщенальны, 
__ Е АВ, 
Ты А 

Въ ряду равиыхь отношешй сумша предъидущихь относится и сум 
обдёдующихь, казъ одинь изъ предъидущихь въ евовяу послфдующему; 
суша продъыдущяхь ооотавить иериметрь миотоугольшика, АВСОЕ, а 
сумна послфрующихь — периметрь другаго многоугольника, каждый же 
изъ предъидущихь съ свониф посаБкующимь составляють оходотвенныя 
стороны ицогоугольниковь” еавдовательно предложешще доказано 
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22 Ирямая, хьлищая по-поламь утоль треутольшика, раздваяотт, протлву- 
лежали бор па части проиоршюнольныя двумь другпмъ бокамь. — 
Обралное иродложеле.—Свойстно пориепдидуляра, онущелнаго изъ вер“ 
шины прямаго угла ла ипотенузу. — Примфкене этого свойетяа ит 
крут 


Преддо жене. 


$ 227. Прямал, дълящев по-поламе узла зпуеуи лонипа, разду- 
ляетз противулекащей бок на части, пропорйональныя друпль 
бокамз 

Пусть СР дилать пополамъ угохь АСВ треугольника АВС ко 
цожемь, что АО.ОВ-=АС:ВС 

Чрезь точку Б проведем ВГ параллельно СР 
до пересбчея съ продонжелной АС. Въ треуголь 
пи ЛВЁ хорда СШ параллельна боку ВЕ; савдо- 
звательно АР:ОВ=АС:СР Фиг. 187 

Въ слвдетые параллельшости лишй СО и ВГ при еиущей АЛ, 
соотвётетвенные угак равны, едфи: уголь 

Е-АСВ 
при тёхъ же паралиедьныхь и сбвущей ЗС внутрешие противопо 
ложные углы равиы слбд’ угол 
ЕВ0=ВСо. 

По условно углы АСО и ВОО раввы между с0б0ю, слфдовательно 
убль ЕЕВС, и стороны, противулежация этпиъ угланф вт треу- 
тольник% ВОГ также равны, т е СВО. Подетавивъ въ предъи 
дущую процорцно, высто СЁ’, ей равлое, получиия 

АР'08=АС-ВС 


Предшожеше 


$ 228. Обратно: прямая раздълии» узола зиреуюльника по-по- 
ламь, если они раздъляетв пропивулежелияй бонь на чести, яро 
пормиональныя остальнымь бокаме. (фи. 137). 
Пусть А0.0В=АС:ВС; 
докажемь, что угодъ АСО=ВСР. Ифроведемт ВГ параллельно СО, — 
получимь ($ 2093).. АР:ОВ=АС:СЕ. 
Из сравневи этой пропорцёт ев данною, заваючаень, что ВС=СГ 
слвдовлтельно яъ треугольник ВОГ ($ 83) 
уголь В==СВЕ; (4) 
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а въ слёдетвв парадлельноети СО и ВЕ имбонт; уголь Е-=АСО, какъ 
соотифтетвецные, уголъ СВЕ-=ВОП, какъ внутрентие противопо 
ложные. Ветавимъ” выбото № н СВГ взь (1} равные, — позучинь 
АСР-=ВСО 
Прехложен!е. 

$ 220 Дели изь вершины пуямало узла опустить перленди 
хуляюё ца ипотенузу, то: 

1} лерпендикулярь будеть среднею пропорщональмюю межд) 
отупзками ипотенузы; 

2) каокдый катета будеть среднею пропорщальною между 
итотенузою % прилежииациме #5 нему отризкоме. 

Пусть въ треугольникё АВС уголъ С прямой; проведемь СО пер 
цендикулирно къ ипотелузё АВ, п доважемь, что 

1) АР: (0=6С0: ВР. бтороны острыхъ углов А и ВСР взаим 
ко лерпендихуаярны, сабдовательно эти углы равны ($ 71); поэтому 
въ треугольшикахь АСР и ВС крожф прявыхь уг- 
ловъ два упомянутые острые угла равны сифкователь- 
МЕТ | по п третьг углы равлы, именно: АСО-=СВО, х тре 

Зиг. 138. угольники подобны (\ 215}. Значатъ сходетвенныя 
сторены пропоршонааьны: сторон АО треугольника АСП сходетвен- 
ная въ пругомъ треугольни — СО, а сторокв СП) перваго треугольши- 
ка — сходственная ВЛ въ другомъ треугольник, и такъь АО: Ср = 
ср вр 

2) АО: АС:АО: АВ и ВБ: ВС=ВС: АВ 

Треугольники АСР и АВС подобны, потому что въ пихь есть по 
прамему углу, а уголь А общйй обойшь треугольникамъ; слдователь 
но третйе угам раввы. угожъ АСР=В (вирочемъ равенство этихь уг 
ловъ свйчась было объяешено). Дия стороны АГ треугольника АСО 
сходствеяною будеть АС въ треугольшни АВС, потому что 06 16 
жать противъ равныхь угловъ АСО и В; а для АС перваго треуголь- 
ника сходотвелною будеть АВ, потому что 06% лежать противъ пря- 
мыхъ угловъ. И такъ АД` АС=АС; АВ —Гочно такще, изъ подобля 
лреугольниковь ВСР п АВС получинь В)’ ВС=ВС АВ 

Предложено, 

$ 230. Соли изз какой-нибудь точни окруэкности отустити 
перпендикулярзь на ФЧаметра и провесть торды из отой точки 
95 концы Фаметра, то 
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1) перпендикулирь будто среднею пропорионалною между 
опульавами Фаметра; 

2) каждая хорда будеть среднею пропорщональною между 
даметроме и приложащиме из не отризкоме. 

Пусть АВ означать данетръ, СГ) перпендивулярь 
нь АВ, АС в СВ —хорды Уголь АОВ, кавь вии- 
санный въ позуогрувности, разенъ прямому; слфдова- 
тельно, примфияя и треугодькаку АВС все сказанное 
вь предъидущемь предножени, получить НН 
АО: С9=СО:ВЬА,0:А6=АС:АВ,ВО.ВС=В0.АВ. Фиг. 189. 

23 Выражел!с кпадрата стороны треугольника, хежащей 1 ротивъ ирямаго, 

тушаго я остраго угла. 


Иредхоженте. 
$ 234 Доадралиь итотенузы фавень сумлиь хвадратовь ка 
тетовз. 

Пусть въ треугольникк АВС уголь С прямой докажень, что если 
ипотенуза ЛВ п патеты АС и ВС изыйревы, то три чиела, проис- 
шедший оть этого измфрещя, будуть въ такой зависимости, что квад- 
ратъ числа, выражающаго ипотенузу, равепъ сунив квадратовъ чисвлъ 
выражающихь ватеты, для краткости ше говорятЪ: квадрат ипотенузы 
равень езим ивадратовъ катетовь и пишут такь 

АВА ВО. 
Проведя СП перпендикуиярио кь инотенуь АВ 
нодучимь ($ 229,) 


АР: АС--АС. АВ 
ВР: ВС=ВС: АВ, Фиг. 198 


отоюда, уравнявъ проязведеше крайнихь произведение среднихь чле 
новъ, иодучимъ 


Аб’ ЕАВЖАВ 
ВОВ ХВ) 

Дояжцо замбтить, ч76 подъ чловами предъидущихе двугь пропор 
Ц ножио развумёть не лишш, а--числа, служаноя кб рою этяхь ли 
я волёдотве этого можно уравнять проязведене крайнихъ произведенно 
средиихъ. 

Произведен двухх лиш и вообще двухъ величиаь не лизють 
смысла; пвобходемо множитель должень быть отвявченнымь числонъ. 

Жогда говорится: произведене двухъ лин, то нодъ этивь дояжно 
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всегда разумьть произведеше чисен®, сиужащихь мёрою этихь лявй 
дзыфренныхь одою и тою же сдипицею, 
Сложтиь предъудущия равелетва, и во второй части отдфлячь АВ 
общимъ иножитедемь получимь 
АС?-- ВС*-=АВХ (АО-- ВО} 
но АО--ВО-АВ, слковательно 
20'1- ВОА-АВ”. 
$282 Оладестаие Т. Изъ предъидущаго равенства имфемъ 
ВСВ 2О 
и такъ кводраь катепиь равень квадрияту знотенузы безо квад 
риина друино катета. 
$ 2333 Ольдение. Ш ПВозмежь квадрат АВОС я проведет да 
| Е] соноль ВО. Изь прямоугольного треугольника АВС 
получивеь ВОАВНАО ЗАВ?  сабдовательно 


02 
Ав? 2, отоюа уе. 
! И так, иношен Эгональ коадрота * е0 
боку равно коадритному корню из 2-5. 

Изъ адтебры иввёотпо, что У 2 есть число несо- 
изиряное; поотому агональ квадрата съ ето бовомь несоизы®римы, 


110 кы уже видбди въ параграфв 197 


Прекложен1е 


$ 234. Обратпо. есль квадрелиз стороны треуолонииа рошецо 
сумль 200дратов5 остальных: двух сторонз, тю Золя прозниву- 
лежа первой сторонь, равень прямому. 

Пусть гъ треугольник ЛВЮ АВА ВО докажемь, 110 
уголь АВ равыгь прямону. Изъ точки Г вовохавин перпендинулярь 
ПС къ боку ВЛ и отлажинь ВГ-АТ Въ ирано- 
угольномь треуто вникв ВСП 


—бре--во" 


. _ а по условио 
Уи, 140 АВА, 
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сябдовательно АВ ВС?, ода АВ-=ВО. И таль, три стороны тре- 
угольника АВО равиы трень сторошамь треугольника ВС; а потону 
уголь АЮВ=ВОС. Во такь какъ этоть посиёдийй уголь-прямой 19 
и уголь АРВ прямой 


Предяожение 


$ 235 Квадралз стороны третлольника, ленщицен протиат 
туза ула, равенг сумлиь квадратов» прочихь двуль сторонь, 
вмтсть сз удвоенныме пронзводенемх одной из этиже сторонь 
на ся отртьзокв, прилежащие по тупому узлу в отоукаений пер. 
пендинулиромь опущеннимь из: противулежащей вершины на эту 
сторону. 

Пусть въ зреушольникЪ АБС уголь С тупой и ВП перпендикуляр 
ва къ АС; дожажемъ, что АВ?--АС*|-ВС?--3АС Х СО *). Въ ця. 
моугольномь треугольник АЗ чи 

АВ-ВО"-+А (1), 
но изъ прамоугольнаго треугольника ВСО амфень 
$ 232) — В—вВо-_©р. ти 
Иритоиь АЮ=АС--С1), а по возвышек въ кнадрать чаеновь этого 
равенства цолучииь 
АА С?-4-60°--24С Х СВ 

Напонець, вотавивъ въ (4) равенство, визото ВО и АО им 

равныя по сокращении члена СТ, получимъ 
АВ АА ВС--|-2АСХ ОВ 


Предложен1е 


$ 236. Коадрилиз стороны треуольнита, лежащей пронинт 
остро уьла, равен суммь нвадратовз прочита двух сторона, 
безз удвоеннило произведенл одной изз этиите сторону на вя от- 
рлъзока, прилежеиий иг оспуюму уму в отспкаемый перпенди 
куляромз, опущенныиь изз противулежсанщей вери на оту 
сторону. 


%) Ка въ этоми, предложен, тах и вт слёдую цемт отрАаокт счатаегся 
ость вершины угша до осполалйх цериендикухяра. в 
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Пусть въ треугольнике АВС уголь А острый и ВП перпеядик 
зе. 2 В 
лярва въ ЛС; докажень, что В0--АВНАС—ЗАСЖАЛР 
Изъ ирямоугольнато треугольника вс 
ыы 2 2 
В0=ОТ-ВЬ 1) 
Вт прявоугольнояь треугольник АВО 
В0?=АВ*—А В? 
Очевилио по СР--АВ САС; возвышая 068 части въ квадрат, 
получинь, СИ АСНАО*—2АСХАП 
Ветавииъ въ ([} рапенетпо, вифото ВО?" 00° имь равпыя по 
ВАС АСЖАР. 

Примплаше. По даним» въ числахь трезь сторочамт, треугольника, можно 
узпать: ль какому роду приплдлежлту, троутольникь отпосптельно утлопь, т. е. 
будеть ля онт прямоугольный, тупоугольтый нли остроугольный. Для птого на» 
добно соетанить квадраты вейхь еторонт: 1) есля больтий изъ нихь раволь 
суми% ирочихь, то треугольник» ирлыбугольный ($ 234); 2) если онъ иревоехи- 


дить сухыу ирочяхъ, то треугольникь тупоугольный ($ 235); 3; есзи мл обл, 
моныме суммы прочихт, то троугодьпикь остроугольный (5 286]. 


лучимъ ВС?—= 


4. Переефеаюрщияси хорды окружвосги раздёляють одна другую на чаети 
обратно иронорщенальныя. — Касательная къ окружвоети есть средиях 
пропорщонаяьная межя щей, проведенной из одной сь ясю точки 
п вв/ипивмь отрфэкомт.—Сркущы, исходявыл изь одной точки, обрачни 
иропоршопальны сноймъ вевштяхь отрёзкажех. 


Предложение 


237. Переспяциоцилел лорды окружности раздиляють одни 
Пруцую ни часть обратно пропоршональныя, 

Возьшемь пакую пибудь точку № внутри круга и проведен чрезъ 
ив Паметрь ММ н яавую нибудь хорду АВ. бъ упе- 
| инчивашену отрёзка ВЕ, при обращеши хорды на точит 
К, пруой отрёзонь АТ, той же хорды, букотт умень- 
шаться, потому что навлонныя къ опружности упели- 
чизаются съ удалещень отъ пормали ЕМ, к обрати 
(& 150). Поэтому рождается нопровт` ие существуеть 


рит. 142 
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ли обратной пропорцтональноети между отрьвхами хордъ иереобнающихся 
зъ одвой точк%. 

Даля рЬшеюя вопроса, соглавпо опредфленио обратной пролорило- 
нальноети, проведемь через ФР двё хорды АВ н СП и, взявъ ва 
хаждой изъ иихъ по одпому отрёзку, отыщеме ишь соотвфтствующия 

отрёзку АР соотвьтечвуеть ВР той же хорды АВ, 
„ сх „ жж, 
и ебли опажется, что отношеше двухъ взятыхъ отрёзиовъ равно обрат- 
ному отношению соотвётотвующихь имъ отрёзиовь, т, в. если будетъ 
справедливо 
Ат, 
ов 
то пересфкаюцуяся хоры окружности разцёнають одна другую на части 
обратно пропормональныя, 

Проведя хорды АП и ВС, подучиыь подобные треугольвикя АПР 
и ВСТ, потому что вииванные углы А и С, как изибрающеся поло- 
виною одной и той же дуги ВО, равцы; по той ще ирячинв уголь В 
ранень углу О.хрее углы ВРС и ЛЕГ равны, накъ протявонолоя 
ные. И такъ сходегвонныя стороны этихъ треугольников пропорщональны; 
АР п С сходствеипый, ибо лежать противф фавныхь угловъ Пк 
В; РГ и ВЕ также сходоменныя, онф зежать противъ угловъ Аи С; 
поэтому АР: ОГ-=РЕ: ВЕ. к сибу. предяожеще справеджизо 

римьчоще, Урлвкнвъ произведен крайпихь и средпихь членов, получим 

АЕХ ВЕ=ОРХОГ. 


И тошь пронзведеме отириынговь иорд, прооеденныись преза вирхую зибубь эпочеу, 
ааляую онутриь хрумь, веть постолиная величина, ие омотлт шв 210, зто Оба зино- 
аочаюбля будут» пзльнятьол. 


Предхожен!е. 


$ 233 Пели чрез» точну, озятую внь крушь, провесть каса- 
лисльную и ськущею, по касательная будетз средняя иропорцйя- 
нальная меоеду ве спкущею в внамимаьмё ея оръзномь, 

Нусть ВС касательная къ окружности $ точ “О, дояажень, 0 
АВ.ВС=ВС:ВО 

Проведя хорды АС и СР получимь два подобные треугольника 
АВС и ВСО; потому что уголь В общй, утодъ Аз=ВС, ибо каждый 
къ пихъ измфриется подовииею дуги СП, слздовательно трее углы 
АСВ и ВОС равны; поэтому ихъ сходотвеиныя сторовы пропоршонаньны, 
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пывипо сторона АВ треугольника ЛВС сходствеяна съ ВС другаго тре 
угоньника, ибо 0бф лежатъ противъ равныхъ уг- 
ловъ; сторона ВС треугольника АВС сходотвепна 
съ ВО вь другомъ треугольшикв, — 06$ лежать 
также противъ развыхь угловъ А и ВСР И таъ 
АВ-ВС=ВС-ВР 


Приичене, Изь посяфиней пропорщши имвмт 2С°^=АВЖХ ВО. Зна 
читт, если чрезь точку, сзятую вы крусл, проведем касательная и сёкулия, 
то ироизнедене сфиущей пя соотибтетвующуй ой вифиий отрьзок будеть по- 
столипая веднчиоа, ше смотря на то, что каждый изъ отнуъ множителей будеть 
изыаиться, 


Предложение 


$ 239. Съкущея ко окружности исподлщия цзё одном точки, 
обратно пропорщональны своимз овъшнимь отульзкаме.. 

Возьмемь какую нибудь точку В, ви ируза, и проведем през 
шее пормазь ЗМ м сфкущуи АВ. Съ увеличиваем выбоняго отрёзка 
ВО, ефкущая будеть умевьшаться, потону +10 наклонных къ окрух 
ности увеличиваются съ удалешень ихъ оть нормади ВМ, п обратдо, 
Поэтояу рождается вопроеъ: ше будуть ли скушл, 
проведенныя изъ одной точин, обротио пропорпю 
пальпы свонюъ зифшнииъ отрёвнамъ? 

Для рышешя вопрося проводимь через точку 1 
ДВ сфитщя АВ и ВС которыхь выбниие в 


рае 148 раввин суть ВЛ и ВЕ, 
сБкущей АВ соотв вифишй отрёзокь ВО, 
„ ВС , , ‚> ВЕ; 


п пютонь составлен отнощене овкущахь АВ и обратное отномели 

соотвётетвующихь им вибщнихь отрёзкоеъ, имешно в и локазывасит 

справедливоеть пропорщи АВ_ ПЕ, 

ве— вр 

Проведя хорды АР и СО, получимь подобные трейольники АР 

и ВСР; потому что уголь В общий, углы А и С равцы, каяф изыфряю- 

щисл, кандый, половиною дури ОЕ’ слёдовотельно, треме угды АРВ 

я ВОС равиы, и стороны АВ и ВГ пропорщедальны своимъ сход- 
отвениымь ВС и ВР, т г. АВ:ВЕР=ВС:ВО 
ИДИ АВ:ВС=ВЕ: ВБ 
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Получивъ эту пропорцио, завлючавиь о справедливости тооремы 
Ираяьчане Иль иредъидущей пропорщи ныйемь 
АВХВ=ВСХ ВЕ; 
ЗНЫЧИТЬ, е03Н Изь какой нибудь почти, внь круиь, зродебть симуийя, зна нроие 
денёа всльой съмушей па состозмиствонный ей акъиш отурпзокь будеть постолниил 
Чезичина, пе смотря на то, что оба нноэелтеля буду. измининиея. 

Из» трехъ предъидущихь примбчавйй стбдусть, что три иредкоженя, и 
эжерлыхи вь 8$ 237, 238 и 239, можно соединить в® одно общее иредложеше: 
волн изъ какой нибудь точки проведушей произвольно сикунея хз охрузеносниь, ть 
зроизведеще разстольёй меду этою точно 15 почками пересьиейл каждой ви 
хущей съ окруэюностью, равно зостолиной велиицил 


к 


25. Прнмую разхёлить на равныя части и на части, пропорщопальния дая 
вымъ лимлитъ. —Лаздёлить прямую въ крайиемъ и среднемъ отношоши. — По 
егросше и употреблеше масштабовь 


Вопросъ. 


$ 240. Прлмую раздъълаит, на равныя гасти. 

Пусть требуется пряную АВ раздьлить на 5 равиых»ь частей. Чрозь 
конець А данной прямой проведемъ въ провзвольномтъ направлен ля 
но АС и отложимъ отъ точки А пять произвольныхь, но равныхь аи 
вй, Ар—=ОЕ-—=Е6-=бН=НК. Посяфдиюю точку К 
своедининь съ В, а зразь остальшыя точки Н, ©... 
проведешь паралдельныя къ ВК: точки первсфчешя 
этихь параллельныхь е$ прямою АЗ раздфаають РВ 
побивднюю на 5 равныхь частей ($ 208 209) Тит 144 


Вопросъ. 


$ 241. Ирямую ино раздълилть но часть пропорупональныя 
даннымь лияаму 
Пусть требустся прямую АВ раздбличь, иапримёръ, на три части 
пропорцюнальныя даннышь прянымъ т ®ио: это значить что падобно 
найти таня части 2, у и 2 прямой АВ, чтобы 
8 . 
м во 
Чрезвъ точку А, конець давпой прямой, про 
ведешь произвольную прамую АМ, в по ней от- 
ложинь АС = СО=я, №-:0; 1099 Г 
соединииь съ В, а чрезь точки Фи С проведен Фиг 4 
парадлельныя въ ВР до первобченя съ АВ въ точках» Ни@ въ 
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этихь гочкахь даниая прямая раздваитея ма частя пропорщональныя 
данвымь прямых. 
Въ самомъ дёшф на основаши $5 208 209 полушиь 


ли 


Примичеще дожимь, требуетен прямую АВ разлить, вапримрь, на, 

- три чести, пропорпоназьных зисхамь 5, 32. Ча пря- 
мой АР отложимъ АС, равную 5-ти произвольным, 
по равнымь янияиъ, СО равлую З-мъ и ОЕ--дпумь 
тапимь же яишимь; точшу Е соедианыь съ В, & чрез, 
Рис ироведехь Р@ и СН паразлельно ВЕ. иолу- 
Зинъ 


Вопросъ 


$ 242. Раздьлминь пряную вв крайнемь и среднем отношении, 
т в на тавя даФ части, чтобы ‘одна была срекнею пропорщенал: кою 
между всею данпою пряшою и другою ея частью. 

Изь конца В данной прякой АВ возставикь къ ней поривиичнуяярь 
и отложиыъ ВС, равное половин АВ, Принявъ С за целтрь, рашу- 
совъ СБ, опишень опружность, а чрез центру Си 
Другой поцець А дапной прямой нровекемт сфкущую 
АЕ, павонець изъ точки А, какъ ценера, радтусонь 
АО, опищень дугу со пересчея съ АВ въ точк® 
‘иг. 147.  @ Долажемь, что АВ:Аб-=АС:Вб. 

Касательцал АВ къ окружности ($ 122} есть средияя пропорщюкаль 
или нежду овкущею АЕ и вЕЗшнинь ся отрёзкомт АТ сям, (6238) 
АЁ : АВ-АВ : АБ- 

отсюда АР_АВ АВ АП 
8 —— "АВ 

Но АВ равна двунь ращусамъ ВС значить, АВ равна маметру 
ОЕ, поэтому АГ-АВ=АР иди Аб, АВ--АО раво АВ — Аб 
ван Вб. Вотавииь эти величины въ предъидущую пропорцию, получим» 
Ав: АВ=Вб : А@, з по перестановив зивновь, АВ: Аб =Аб : Вв. 

УМ таль прямая АВ въ точкё @ раздёлена въ прайнемь и средне 
отношещи 


Вопрось 
$ 243 Построить масштабу 
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Прашая, разязденная по позиожноми ня мелюя чату, съ тьмъ 
чтобы точию избрать вю лиш чертежа, называотся масиьиболь. 

Способы, показациые до сыху, поь дли разкфлешя прямой ма рав 
чыя части, становятся неудобными, погда части дфлейя песьна мельй; 
и АБИствительно, зъ этомт случа» даше черты, означающи точки, будузь 
икфть выше ва точность, Можно воепоаьзоваться одниыъ изъ саЪду 
ющихь построевй., 

1) Пусть требуется прямую АВ, приннмаелую за единицу, раздЪлить 
наприиврь па 10 равиыхь часчей. Проведя произвольно пряхую АО 
отложьмъ по ней оть точки А десять произволь- би" 
ныхъ, но равныхь частей, точку О соедииииъ съ 
В, а чрезъ точки 1,2, 8......) лини АО про- 
зедень параллельнын въ АВ. Такъ каш при- 
мыя, параллельныя бону АЪ треугольника, отоЪ- | ВВ 
каютъ треугольинки подобные треугольнигу ЛОВ, то Фиг. 148 


прямая (1...1) АВ 


прямая (2 ›) =ВАЪ 
> @ З=ЗАЬ, 


‚ О 9 -ЧАЬ 


2) Пуеть тробустоя прямую АБ принишаем ю за единицу, уазифлизь 
ва 100 равных частей, 

Отложимь ВО, СБ и т. к фанныя каждая, длин АЗ 

Возотавимъ перпендикулирь АА въ АВ и отджимъ по немъ 10 
произвольныхь, ло равныхь частей; чрезъ веб точни дфлешя прякой 
А’А провелемь паразленьныя къ АВ, а ы 
чреъ В С, Р ит д параллельныя къ 
АА’. Равафлимь ЛВ на 40 равныхь ча 
стей п соедицимь точку Л сь тозкою 9 
прямой АВ, а чрезъ остальшыя точки д$- 
лени прямой АВ и чревъ конець В про- 
ведемь пзрадлельныя къ иракой 4'9. По- 
иятво, 410 41-А”В’ и веВ части прамой АВ раввы частянъ пряной 
АВ’, вакь парадаельныя, жежку парашлельныня, слёдоватеью ВЕ 
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хоставдяеть деслтую пасть \П а частн пряныхь параллельныхь АВ 
528..9 
завлючающися меду ВВ и ВР составятЪ, 10’ 0’”‘ло ПРЯмов 


1213 
ВГ ($243, 1), слёдовательно онв же собтаваютЪ 0’ 100 100’ 


р прай АВ 

$ 244. Когда падобно изыфрить капую вябудь лишю портежа, 
помощио масштаба, тогка растворяют циркуль ва длину этой зишя 
и ставятъ ето такъ по одной изъ лиш параллельнахь къ АО, чтобы 
ДВ вто ножки совпадали съ дауня точками первефчешя, папримбрь 
съ тип. Очевядно, что зе состевитея: #) изъ ВС али 1 -цы, 2) 
Вё, считая 10 АВ иди 0,6 и 3) изъ 0,03; эпазить, жи—=1.08. 

На обороть чтобы линию, длиною, ваприибръ, въ 2,75 масшуаб- 
ной единицы навесть на чертежь, — ставятъ одпу попку по лиши 
ПБ па той изъ параллельныхь, которая проходить чрезь ифленя 5-ть 
лиши ВВ’, и растворяють цирлуль пока другая ножка не прехотси 
пролизъ поперечцой, озпачениой цифрою 7 °) 


26 Построить: четвертую пропоптональную къ трекъ дапацие ляшям, 
средпюю пронордюпазьяую между двумя дамтыми ирямыхи н треть про- 
поршональвую из, двум примыыь.—По дадной сторорЪ иостроять поли- 
гопъ подобный даппому. 

Зопросъ. 

$ 245. Построить четоертную пропориональную кё данными 
тремз прамиме. 

Пусть в, 6 в с овначають три данныя пряныи; требуетев покере 
ить чапую прямую; чтобы отношеше лиш @ къ 6 было равно отиомение 

—— диши с къ искомов. 

Проведен дв прямыя АВи АС нодъ 
произвольлымь углозь: отъ вершины А 
отложниь А)=а, А1‘=6, а оть точки 
Р отложниь Ра-0; соединивт, точки 0 


*) По весьма важному яриложевно масштаба въ съемкам, полезпо, злобы 
учарфеся твердо освояансь съ употреблещемь сто для рАшевя дзухь изложео 
выхь здоеь шремовт,. 
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и Е проледемь чрезь С прямую параллельно ПТ хо пвреббчейя ст 
АВ вь точк8 Н 

На осповаши свойства хорды ПТ, параллельной доку ЧИ ‘треуголь 
ника ЛОН (6 209), получимь АТ:0С-=АТЕ:ЕН, лии 66: РН 
Н тавъ КН есть искомая лавя 

Вопросъ 

$ 246. Построить среднюю пропорционально между Звумн 
данными прямыми 

Пусть @ п 5— данвыя зряшыя; надобло постропть такую прямую 
з10бы отношене лаши @ къ искомой было равпо отиожению этой иске 
мой къ нрахой 0. | 

На неопредфлениой прямой отложинъ АБ 
и ВС—@; раздливь АС пополамь, опищемь 
волуокружиость изъ середпны ЛС, какь центра, 
рашусомъ-'/.АС, а изъ точви В возетавяхь 
нерпендякуларь къ ЛС до пересбченя съ полу 
окружкостью. Извфотно, что оперлендикулярь, опущенный изъ точки 
окружности па даметръ, соть ередшяя пропорщенальная между отрёзка 
ап даметра ($ 230)° сибдовательно, 

ВОЛЯ) ==Вр.АЬ 

ии «:В0—=ВО:6 

В такъ ВО ость искомая дявя 

Рьшеше этого вопрося можпо основывать и на томЪ свойств® хорды 
что она воть средилл пропоршональная межгу дюметромъ, проведен 
нымЪ чрезъ одинъ язь ея коицовъ о отрёзиемт этого аметра [С 210) 
Въ савдотыеэтого, искомая лия х доп на быть хор- ` 
дою, и ви а>>ф, 10 а, будеть Маметромь, : 
$— его отрьзвомъ, И такь отложимЪАВ=а, Аб—= 
$, изъ точки О возетавимь перлендикулярь СТ 
къ лишя АВ до переобчешял съ окружностью Фиг. 152 
описавною на АВ канъ ша цаметрв; прямая АТ) будеть покомля ибо 
АЗ'АР=АР:АС наи а: #0; 5 

Решене того жв вопроса можно основать на снойстнв насатольной 
что она средпяя пропоршональная можду сфкущею и вифинимь ся 
отрёвяонъ. Въ сибдотыю этого, отломимь АВ=и, АС н опимень 
каную нибудь овружность, которая прошла бы чрезь дв точки Ви С, 
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л ат тои А проведение касательную АП ть окружиости; получая 
АВ: АР-=АО : Аб нива АР=АП:Ь 


ГГризлинише, Чрезъ двё точки Ви С можно прове 
уложесгво окружностей, и касательныя, проведенени и 
ииуь урезъточку А, будуть равны между собою; едфдоват, 
вс точна прикоспозеши этихь касатольныхь будуть ле. 
г 153. ца, огрумпости, оппеаниой изь иептра А радусомт А.О. 


Воиросъ 


$ 247. Построють препыю пропотронилияито кг двум ди 
ныме прямыме 

Пусть ви В денцыя пряныя, надобно поетронть такую прямую 
1тобы отношеше @ въ $ было равно отношение $ хъ искомой лиши; 
очевидно, что исхомая лишя майдется какь четвертая пропоршональная 
къ тремъ анняи' а, би ($ 245). 

Дая рёшешл этого вопроса можно употребить еще одпо изъ сл 
дующихь построенй, 

Т) На проозвольшой прямой отложимь АВ=-4, возетавимь перпен 
дикудярь ЛО, соединивь тощи ЛиС 
зозставимь иерпендикуаярь СТ кв праной 
АС до нересфчешя съ продолщенною ЛЗ 
Ио свойству перлендикулнра ВС, опущеннаго 
изъ верщины прямоугольнаго треугольшика 

Зиг. 154. на ипотенузу АТ, получиие а: 5==6: ВО, 
«к искомая третья иропорщопальная разна ВО 
2) Путь а. Отложииь АВ=а ина прлиой АВ, вахь ламет р 
опншемь окружность; изъ точки А, какъ цеи- 
тра, радусомь равнымъ ©, опишевуъ лугу, а изь 
точки пересфчешя С опустяыъ перпемдикулярь 
СР на АВ; получит АВ: АС-АС ; ЛО наи 
4: 8—6 АП слёд АГ ебть искомая ди 


Вопросв 


$ 248 Па данной сторонь построить полтона подобный 
данному 

Пусть требуется построить а прамон А'В’ мпогоугольдикь, 
подобный мпогоугольнику АВСОЁ Изъ вершины прозедень шаговали 
АС АП; на прямой А’В, при тов А’  построкыь угомь 
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В'А'С! =АВО, а при точкё В! уголь 
А’ В'С' =АВС: получим треугол- 
нинъ А’В: С', подобный АВС (6 215). 
Точно также на прямой Л С’ постро- 
выъ треугольивь А’ СО’ подобный 
\СП и на прямой АО — треугодь 
никъ А ГРЕЕГ, подобный АШГ. Мно- 
тоугольникь А’В’С'ГГЕ — подобенъ 
АВСРЕ; потому что оба многоугольника разбиваются изъ вершинь 
равныхь угдовъ А п А’ на треугольнили подобные и одинаково рас- 
положенные, 


иг 136 


ОТАЪЛЪ ПЯТЫЙ; 


ИзмВрене и сравнев1е илощадей прямолинейныхь 
фигуръ 


1. Площеди прямоугольниновь, имфининхь раввыя осповашя, отлосится 
какъ высоты.—Илощади прямоугольниновь отноелтел хавъ произведения 
основа на соотвфтствуюнИя выеоты.-О ыфРЪ изощадей. — Площедь 
прямоугольника. 


\ 249. Площадыю какой вибудь фигуры называется величина 18 
ети плоскости, заключающаяся между лашами которыя ограпизиватюгь 
фигуру. 

Ивифрить площадь фигур значить узнать из сколькихь одлниць 
и частей еднницы состонть эта площадь. За единаяцу для изыбреня 
пиощадей принямаютъ квадратЪ , сторона котораго равна вди 
ниц%. 

Изифреню площадей основывается на сафдующихь предложешихь 


Предложение 


$ 250. Площади двухз прамоуюлиников:, имлющиаиа риетиыя 
основатя, пропорцональны шиз высотата. 

Въ прямоутольнихё АВОС примемъ бокъ АВ за основане, АС бу 
деть высота. 

Жели на продолжеши высоты АС вовьмемь кахую нибудь точку В 
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позе ЕР параляельно основанию АП, то получим прямоуголь 
хивъ АВЕЕ, больш даннаго прямоугольника 
АВОС; слбдовательно, съ увеличещемь высоты 
прямоугольника увеличивается площадь прямоуголь- 
пика, значить выполнено первое условие пропор- 
щовальности ($ 201), 

Увеличимт высоту  попринбрь, въ 3 раза, пусть АС-СЕ-ЕС, 
п чрозф точии дблоня проведень пряныя ЕЁ п СН параллельно оено- 
вашшо А: получинь три прямоугольника АВРС, СРЕЕ и РЕбН рав- 
ные мевду собою; потому что у нихъ разныя основания и высоты ($ 117). 
Софдовательно, съ уведиченень высоты въ три раза, прямоугольник 
узеличивается во столько-же разЪ; этимъ выполняется второе услове 
предхожешя о пропорщональноств. Зпачить, если @ п 9 означают пхо- 
щали двухь прлмоугольниковъ, имфющихь равныя осповашя, а Нид 
озвачають соотаётотнвенныя имъ высоты, 10 0 :9=Н:4. 

$ 254. Такь дакь за ооповаше прамоугольшика принимается какал 
нибудь его сторона, а высотою будетъ емежная ей сторона, то можио 
слазать, что ирямоуольниии  цлемоние уивныя высоты протор- 
убоналины низ основание. 


Предложение 


$ 259. Площади веяцихе двухь прамоуюльниковь иропори- 
нални произведощяме итб основи на оместы, т. в. произведе 
Шимь отвшеченныхь чисенъ, происшедшихь отъ изиёреши осповашй и 
выесоть какою пибудь оданицею. 
Пусть будуть дацы АВСО и абс два 
примоугольника, постромиь прямоуголь- 
пикъ, котораго одишь бок равень осли- 
тг 15 ванио А] первако прямоугольника, а дру 
той, смежный выу бокъ, быль бы равень зысств 4 прямоугольцяка 
46: въ этою цёлью отаожниь АР-=е4, к проведемь Еб параллельно 
оспозаню АВ, — понучимъ прамоугольникь АЗЕР. Прямоугольняки 
АСя А6 изоть равпыя основашя, сивловательн%о оня пропорцо- 
нальны ихъ высотамь ЛО н ЛЕ; а прямоугольники АС и ве ныфютт 


завных высоты, слёдовательно они пропоршопальцы ихь основашямь 
АВ и 4%. И та 
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460 

40—72 
26 __АВ* 
ве а 


церемножинъ равныя на равныя сокративт АС, в вотарльф а@ вибото 
АЕ, получижь 


А6—АР хАВ 
а Жи 0) 
А0=АРХАВ 

паи аа 4 Хаб (2) 


Примочюнае. Первое равепетво показываоть, чть озеношене пло- 
зцадей двухз прамоуюлинитовь равно произведенаю отношения их 
основан на отношене ить высоть. ‘Такннъ образом нахомдене 
отношешя ихощадей двухъ прямоугольниковъ зам®няется отыскиванемъ 
отношешй ипрямыхь лиш, что памъ уже извфетно ($ 192, 199). 


Предхожене 


8 253 Площадь прямоуюльниий равна процаведению езо осно 
вашя на высоту. 

Пусть требуется ив»Фрить прямоугольникь АВСШ дия костиженая 
цфаи должно найти отношенв прямоугольника 
АС въ квадрату ае ($ 195), котораго бокъ ра- 
вень какой-нибудь линейной единип®. Такф какъ 
хвадрать воть въ тоже время прямоугольникъ, 


то на обковаы  предтидущато предо т Теа 
имВеыЪ 
АС__АВ. „АГ 
ва ° с 1) 
: АВ АО 
Найден отвлеченныя числа, выражающя отпошения, г и 55 


или, что вов равно, изизримь основане АВ и высоту АО единацею 
45; произведоне одвухз полученные отелеченныеь чивель пока- 
экез, сколько раз8 квадреиз ас содереиитея вг прямоуюльныль 
АВ. И поэтому говорять, что площадь прямоугольника равна проязве- 
деню его ословашя на высоту. Напринёръь, соли линейный футь с0- 
держится 5 разь въ основант АВ и 3 раза въ высот АП, то от. 


ношеню 
45 
че 


5ЖЗ или 15, 
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знаить, квадрать въ пиошеди прамоутольника содержится 15 разъ или 
прямоукольникь АС раветь 15 квадратным футанъ. 

Примьчене. Въ равенотвВ (1) бокф @6=1 и квадрагь ас=1 
Обынновенио 1-ца не пишетел пи дбхштелемь, ни ыножителень; па 
эточь основани равенстве (1) можно тать пясать 

АС=АВЖАВ 

При виъ вы должны ломпить что АВ АТ п прамоугольшичь АС 
выражають уже не протяжения, а отвлечешныя числа, или отношеня 
Этих протаженй хъ принятымъ единицамь: овпованы и высоты— къ 
динейной еднниць, а прямоугольнака — въ квадрату, нотораго бокъ— 
линейная едлиица 

Предложение. 

$ 254. Площадь кведрита равна второв степени ео бока 

Двиотвительно, квадратъ ееть пряноугольнихъ, въ которомь осно- 
ваше равпо высат®; поэтому, вели бокъ квадрата, принлтаго за 1-цу, 
содержится в разъ въ бовф изифрлемаго квадрата, то площадь этого 
послёдняго рава @Жа пли 9 

Примочение. На этомь основаши получить слёдующея отноменя 
кладратныхь вВрь 


квадратная миля — 72, изя 49 кв. нвротамъ 
квадратная верста — 5002, или 250000 кв. саженямь 
квадратная сажень —  7*, пли 49 кв. футамъ 
квадратиый футь 127, или 144 кв. дюймамъ 
звадратный: дю! 102 пли 400 кв. линёямъ, 
пвакратпая сажевь =  3° ная $ кв. аршицамь, 


звадратный арш. 462, или 256 кв. вершиазь. 
Кром этихъ ибръ у навъ употребляется еще деслжино; это прлмо- 
угольникь, котораго основав 60 сажеть а высота 40, или-—-оенова- 
ню 80 сажень, а высота 30; въ обонхь ослучаяхь площадь десятины 
равна 2400 ивадратнымь сажелянъ. 

236. Говоря о кевятияв, можно замётить что прямоугольшиии, 
одииь—съ осоващемь въ 60 и высотою въ 40 сэщегь, а другой— 
съ оснозащень ль 80 и высотою въ 30 сажень не могутъ быть совый- 
щены; между тёуь площади ихъ равны, ибо 06% содержать одинаковое 
чисао  единиць иди ифрь, 2400 кв. сажень. Вообще фигуры могутъ, 
равличаясь ио виду содержать оданаковое число квадратпыхь ибр- 
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тая фигуры пазыватотся ребнолрными, равными же будегь пазываль 
по прежцему, фигуры совмвщающиел. Равумвется, что равиыя фигуры 
необходимо равнонёриы; обратное же не всегда бываеть ьЪрно 


2 Наощади треугольниковт: прамоугольнало и посоугольнаго. Изощади тра 
неши нараллезотрамме. и описапиаго около кругах многоугольниья. 


Предложенле. 


$ 256. Площадь прямоуюльнао треуолуника равна половини 
зроизведеня ео катетовь. 

Путь ЛВС прямоугольный треугольникь, АВ и АС ето катеты 
Чрезь точки Ви С проведен» ВО и СО параллельно катетамъ, — 
цолучниъ прямоугольнике АВОС; потому что въ нею» 
противуположные бока параллельны, а угодъ А. прямой 
Греугольники АВС и ВСО равпы между бою; по- 
тому что параллелограмнь датональю дВяитоя цонолазиь 
($ 105); сладовательно треугольникт А ЗО составляеть Фиг. 151. 
половину прямоутольтиие АЗОС; а площадь этого носяёднлго равиа про 
изпеденно основашя АВ на высоту АС,‚сльдовательно площадь тре 
утольцика АВС равна половов® ьтого произведешя т.е 


АВ.АС. 
АВб=77. 


Припомкиыь стазанное въ $ 253, что это выражеше иенадобно 
припинать въ буввальномь сыыелв, и что поэтому, для отъискатшл числа 
квадратныхь, напринбрь Футовь въ треугольнияв, надобто пайти от 
зошешя катетозь АВ и АС кь футу: половина произведеня, получен- 
ныхь отноше, покажеть чйсло квадратныхь футовъ въ треугольникв. 
Вов сиазанное здфсь падобно постоянно имфть въ виду котдадЬло плеть 
объ изыйреши паощади 


Предложение 


257. Площадь веякао зпрерюльниии равна половиань парома 
веденя ею основанёя на, высоту. 
Пусть въ треуголгник® ЛВС за основание принязъ бокь АВ вы 
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сотою будотъ перпендикулярь СПО нъ ослованио АВ. Треугольниюъ АВС 
равень сумыф прямоугояьныхь треугольников АСП к 
7 Е] ВОБ, т.в. АВС=АСО-ЕВСО 

ХВ р | Но плошадь примоутольшего треугольника АСО— 
ИИ АО. СР также иплощедь ВОО -='/ ВО СР поэтому 
риг. 166 АВАНС 


изи, отдёливь СО общимь множителемь 
АВС (АР-+-ВО, С 
2 


Суза АР--ВО-=АВ сафковательно 
_—АВ.Ср 


АВб= у 
Вели высота СП) треугольника падет па прододжене основаня АЗ 
то площедь треугольшика АВС равна разтости площадей прямоуголь 
ныхЪ треугольниковь ВОС я АСО; слфдовательно 
< _В0.б0 _ АБ.СВ 
АВС= ув 
_.(ВВ—АВ).С 
АВС =: и 


ы АВ.р 
Фих, 161. АВС 2” 


$ 9:8. Слидснийе Г. Паощади двужз треуольнииовь пропор- 
цнонельны ироизведенямь ить осповаши ца высоты. 
Пусть Ти & озоачають лошади треугольниковь, Вид - яхъ 


овноваия, а Ин #-ихъ высоты. На овчоваши посябдняго предхоженя 


нае 
зн 
75 Ты 
8 "Е. 
я 


$ 259. Слидотее Ц. Илощади дуже треульниковь, импи- 
та равных основаня, пропоронмильны ить выботамь, атри рав- 
ноя. оысотиие пропозийонильны основалйяме. 

Ш иБйотвительно,. если въ пропорщи предъидущаго параграфа похо- 
«ишь ВЫ то получимь ТН; а прянявт Е--й, получемт 
Р:В:6. , 

} 260 Слибсто/е ПГ. Годи одновременно В и НЕЙ, зон 1526 
звачить, фоуюльниюи, импюцие равныял основаная в ривныя вы- 
коты равномпны 
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Иримтинийе, Два предъидуня предложевя можно соединить зь одно, из- 
взляожениое вь предложени 8 258: ялощадь велково энувуюльнике раона полонииь, 
лонзведети ©0 аенованя на высоту; потому что калеты ирнмоугольнахо тре- 
утольника можно принять одинъ за основае, а другой за, зысоту. 


Предложение 


$ 261. Площадь трапеции равна произведению полусуммы па- 
раялелуныхв ея оснований ни высоту. 

Пусть АВС трапешя, АВ п СП вя карашлельныя основашя а 
РЕ=Ва-— высота. 

Проводя Магональ ВО, мы разобъемь трапецию 
на два треугольниха;: въ одномъ изъ пиИхъ -—— пю- 
щель АВО--ИАВХ ОЕ, въ друтомь — площадь 
ВоО =/,бПЖ В паи. СОЖ ОР, погому что раз- — 
стояшшы вежду параллельныки повсюду равим; и такъ Фит. 162 

паощадь АВС ХВГ 
а отдьливт 01 общимъ множителень, имфень 
цаощадь АВСО—А8: РГ. 


2 
у 202 Сльдстве. Площадь тралище равна произведеню ся 
высоты на примую, соодиняюциио середины не лараллельнихь боховь. 
Если чрезъ середину М бока АО проведемъ хорду МОУ параллельно 
основашямъ транещи, то прямая ММ будетъ равна полусуми® обноваий 
($ 101); савдовательно 
площа АВОр=ММХЬГ 


Продложено 

$ 268. Площадь параллелорамно, равна произведению сло осно 
ван на высоту. 

Пусть АВС паралиелограмиъ, за основаше его примем АВ ван 
С0, высотою будеть перпендикулярь ОЕ. 

Проведя маговаль ВО и повторивь разсул- 
демя, кокъ и при выводв площади тралещуи 
найден 


площадь Авер=^8+ ОР. Фе, 163. 


Но въ параллелогранив противуположныя стороны равны слёдова 
тельно АВ--СЬ, к половине сумыях АВ-ЕСО равна АВ; и таль 


площадь АВСО=АВХОХ й 
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Впрочемъ, того же вывода можно достигнуть невависино отъ предло 
жемя  опредфяяющаго площадь трапедия; а имешко: нагональ ВО дё- 
дить парашиело раныъ на два равяые треугольника (5 105), садо 


затешьно площадь АБО. АВ. 
или » двора АВ, 
отеюда ‚› АВСЬ=АВХОК. 


$ 264. Ольдстие Г. Площади дула параллолораммовв про 
порлионалины зроизиеденлме ить оснований ни высоты. 
Дьвствительно, если ©) и 4 овначаютъ длощади двухъ парашлело 
грамот, а Ви 5—ихь осповашя, Ня й высоты, то 
0—=вВН! вн 
| отеюда р" 
$ 265 Олюдетве. Ц. Велл въ предъидущей пропорции положных, 
В, то получныь 4:4=Н:й, т. в. ялощади параллелоралмовь, 
омоницихь фавныя основиня, пропорионильны высотам. 
Положниь вь той же пропорщи Н—й, получимь ©: (=В:6, т. 
плошиди параллелораммовь, илимощияь равных высоты, пропор 
збоналини основашямз, 
& 266. Ольдетее Ш. Гели одновременно В=5Н==й, 10 и 
9=49 т. в. пароллелиранмы, чмоющие равныя основаня и вы- 
соты, равномериы 


Предложение, 


$ 267. Нлощадь инозоуюльника, описаннео оноло кри, равна 
золовииь трошаведеная изз ео периметра на радусз зто рум. 
Требуетен найти площадь мноугольнииа АВС, опивацнаго около 
круга. Соедянивъ центръ пруга съ вершинаия многоугольника, навдень, 
что площадь миогоугольника АВС равна сумм 
площадей треугодьниковь АВО- ВС0--СрО--АРО 
За основаши этихь треугольтиковь примель стороны 
данцаго мноугольюяна АВ ВС.....; высота у них 
будеть общая—рад1усь ОГ круга, потому что пер- 
пендинущяры, опущенные изъ центра на васатедьныл, 
проходятт чрегь точаи касант. И такъ площадь 
АВСОЕАВ РОВС о-+Ср то Ар. 0 
2 2 й 


паи АВбр(АВ--В--60--А0) № 
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тдЬ сумма боковт ЛВ-ЕВС--СО-РАГ аль периметрь многоугольника 
описаннаго ожоло пруга, олфд предшожене доказано. 


3 Треугольники, выюние ло разному углу, относятся кажь произведеня 
изъ сторонъ, заключающихь эти углы. — Подобные треугольники к по 
добные полигоны относятся важъ иадрелы сходетвенцыхь боком 


Иредложен{е. 


$ 268. Треуюльники, имтуюийе по равному уму, пропорио 
нальны яроизведенямь сторонь, заключаючинсь эту лы 
Позожимь, что угодъ АА’. Площади треугольниковь проперщо 
вальны проязведешямъ изъ ихъ осиовавй на 
высоты ($ 259); слфдоватезьно 
АВС _ АС, ВО. 
АВОАГО Жи 
Высоты ВО и ВД’ треугольниковь АВС 
й А’В'С’ отофкають подобные треугольники АВ. и АВО!’, потому 
что угодъ Л-А', прямой уголь АДВ=А ШВ, ,-сафдовательно сход 
ственныя стороны пропорщенальвы, 


Вр _ лв, 
ВЕДРА, 
Ветаринь въ порвое равенство, выфето отношеня „ру, вму равно 
28, › получимь 
480 _ АС, АВ 480 _ АСЖАВ. 
ВОРА ЖА ПЕ ен 


Предзожоне. 

$ 2689. Площади подобных треуюльнииовь пропоронолими 
коадретему свошеь стодолтвенныхь сторон. 

Пусть треугольникь АВб и А'В’С’ подобны, а умы Ай А 
сходетвенные, сибцонательно, уголь АА’ На ословаши предъил) 
щаго предложеши, ихфемъ 

АВС _ 46, АВ. 
дес ХАВ 
4 въ свдотвю подобя треугольников АВС и АВС! сходотвенвыя 
тороны пропорщональны“ 
Аб. АВ 
АС АВ 
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86 
Велавивъ въ первов равенство, выбото отношения дгс», ®ну равное 


АВ | 
АВ И перенноживь дроби получиыь 


Предложение. 

$ 270. Площади подобные иноюулольниковь пропораоналины 
хоадратамз свошиь скодетаенныхее стофонл. 

Пусть многоугольника АВСОГ и АВ'ОТИЕ подоблы, изь вер- 
шинъ равныхь угловъ А и А’ проведем дёагонали во вс прошя вер- 
шины — полуеиь подобные хреугольни- 
ки, и, въ слёдстые предъюдущаго пред- 
зожешя, будем выть 

АВС: А’В'С'=8С* : В 0% 
АС: АСТ 0" 
АБВ. АБО: ОР 
торце подобии зногоугольнихов® пропорщональвы; значиту 
ВС.В'С'=С:0''БЕЛУЕ/ а возвыснвь въ квадрагь в06 члены 
этихъ пропорщй, найденъ, что вторыя отнощешя выше призеденныхт 
равенствь равны между собою; и так 
АВС: АЛ! САС: АТИ =АОР: АО. 

Призънивь въ этому раду равныхь отдошешй изветиов свонств 

то сувха предъидущихь отпоентея въ вушыф поелвдующихь п прот 


АВО--АСО--АРЕ АВС _ В0* 
АВС Аб ВоВе. 


молу шнъ 


Кладрать, построениый па ипотепузЬ, раппомфрешь сумки твакралонь, 
ностроеяныхь на категахь, — Полигонь, построенный из инотенузй, будеть 
рапномф рот сумм позигоповь, ему подобвыхт, иостроециихь па хато- 
тахь, если ипотонуза и колеты предотавляють сходотвенвые бока этихи 
потигодови. 


Предложенае 


$ 271. Поадуиние, построенный на ипотенузь, рантонльрени 
хумиь хвадуинновя, построенные на котетиые *). 


Е Предложение эмо доказано 1} елескнь в геометрому Пиболопомь, жиншихь 
в® УТ в6кВ до Г.Х 
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Построниъ на сторовахъ прямоугольнаго треугольнииа АВС (угошь 
С примой) квадраты АВКГ, ВСЕЛ х АССЕ, и докатемт что первый 
цвадрать равшом&рень суммв остальньсь двухъ ит 

Проведемь СМ перпендикушярно хъ ипотенуз 
АВ, 1М параллельно катету АС, и ЕП парая- 
дельто ипотепуз® АВ: получныь два равные ла- 
фалледотрамиа АСМГ и АВЕЕ ($ 109). Въ са 
момъ дБдв, дв стороны АТ -= АВ, АС-=АТ, 
дакъ стороны ивадратовь, притом углы между 
этиыи сторопами равны ОСАТ-=ВАГ, ибо кажкый 
востоитъ пвъ прямаго угла сложеннаго съ угломъ 
ВАС. Прямоугольникь АМ и параллезограммъ АМ зибюзь общее сено 
ваше АГ и одну высоту [М, слёдовотельно они’ равненбриы ($ 266); 
10 той ‘кв причин® квакрать АС’ равяомбрешь нарадлелограмиу ВЕ; 1 
накъ эти параллелограниы равномфрны то праноугольникь АМ равно 
ифренъ квадрату Аб. 

Точно также докажент, что прамоугольниит ВМ равномБрейъ ква 
драту ВЕ, а какъ вушыа прямоугольниковь АМ и ВМ составилеть 
ивакрать АК, то ввадрать АК равнояёрень сумы® пвадратовь АС 
и ВЕ. 

Притьмине. ИзпЪетно, что илощедь ывадрата равна второй остецени или 
коадраху ого боках сзЗдователоно, осли сторопы прямоугольнато треугольника 
изыёрены, 10 квадрать числа, проиешедтого оть измбрешь ппотелузы, равенъ 
сумн? гладратовт, чисель, происшедшихь огь изыврешя катетовъ. Тавимг об 
разомь вповь доказано предложен $ 231, — Предложен, опредбллющ{я гна.- 
драты сторопт, лежащихь прогиаь острыхь и тупыхь угловъ ‘треугольника, мо- 
гуть быть довазапы вновь, принимая кнадраты чисоль, служащих» 


ронолеь, за, квадраты, построспние на эгихъ сторонахь, а произведешя чисел 
за прямоухольники, въ которыхь осповаще и высота изибряхолея этяыи чиедьми. 


Фиг. 165 


Прекло жение. 

8 272, Мноюузольнике, построенный на чтотенузь, равно 
эльренз суммть мнозоуольнииов5, ему подобные», построенных На 
татетахть, если ипотенуза % патетуиы представляють сродетвен- 
ные бока ннозоуюльнии:о6$. 

Пусть АВС прамоугольный треугольник, а много 
угольнихи 0 Рив подобны между собою  причемь 
стороны АВ, ВС и АС сходотвенлыя 

Извфетно ($ 270), что циощади подобныхь мно Фиг 166 
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тОуРОЛЬНикОв т пропорцюнальны кнакратамь оходотвенныхъ боковь с 
довательно 


огоюда 


иритомъ (\ 270) 
Три члена адной пролорщи фавиы трежъ членамъ "другой, зотону 
зто цвадрать ипотенузы АВ’ равень сумиф квадратовъ кахетовь 


ВС?+-АС? слдовательшо остальные члены тадже равны т в. 


9-=Р--В 


5 Даннаго лолятопа найти площадь; превратить политонъ вз мпогоугольтик 
сыу реввонбрный, по пифощ меньше 60и01%, — Построить квадралт, 
равяомйрный данному прямоугольниеу или данному треугольнику. — По- 
строить треугольник, ныбюнИй данную высоту и равпомфрный данному 
трезюльитку. 

Зопрось 

8 273 Наини площадь даннео инооуольника. 

Пусть данъ хакой нибудь многоугольникь, Разобьемь вто деагопа- 
чями на треугольники и проведя ихъ высоты, изиёримь въ важдемь 
‘изъ лихь основаше и высоту По отишь данным легко вычиенать 
площадь каждаго треугольника; а ввявъ суиму этихь площадей, полу 
зтиъ площадь многоугольника 

Вопросъ. 

$ 274 Изньрить площадь какой нибуд: прямолинеиной фи 
зуры. 

Пусть дана прямолинейная фигура, иаприыёрь, АВСОЕЕВН, $ 

7 туру эту можно разбить датоналямя на треуголь 
ники; но проще будехь разбить ее ва трепещи и 
треугольники, Проведень Шатональ ЛС между 
самыми отдаленными зершинани; изъ першинъ 
ЕР Гир проведемь перпенкикулиры на ЛО, а 
изъ вершинь Ни @ — периендикуляры па УМ. 
Танямъ образомъ раволатривасная фигура будетъ 
разбита на 3 треугольника и на 4 трапещи; вычисливь тв и друмя 
я сложивъ полученных числа пайдемь площадь всей фигуры 


Фиг 167. 
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Вопросъ 


8 275. Изаюурлить во ириблиюжению площадь мезкду кривою 
и, прямою #6 п порпендинулярами и! в 0’ проведенными на 
эту прямую изи концовз кривой. 

Пряную 4 раздблииъ на четиоь число равных частей въ точ- 
цахъ 6', 4, #,,....; пусть № овначавть одну изъ частей дФлених, вехи - 
чина эта должна быть столь малою, 
чтобы Части кривой 42, заклюзаю- 
щявя межку перпепдикулярами, возстав 
дениыми изъ очень дфлешяс', 4',6',....: 
можно было принять за прямыя лин. 

Расмотримь площадь 4944’, 00- 
ставлекную изъ двухъ послвдователг 
ныхь отрёзковь; раздёлинь и’ @' на тра 
рвиыл части въ точкахь г’ и’; тогда 

вииги’ и /Л 
п точна с сославляеть середину прямой 22’я’. Привимая дуги а, ми 
и 4 за прямыя ляши, помощио выроженя трапеши, получим 


площ ария — , (ини) 


й 
й 
Ка 


й 


эл" в г 
ао эмира’ == 5-(тий па’) 


площ #4’ ат +5) 
оть сложены этихъ площадей получияь 
Утв , 
площ. 44’0’а. 3 ИЕ -ия у] 
но вь трапещи имея и’ зим --—2у, ($ 101), слёдовательно 


площ ааа й уу Ни. (4) 
Принфияя отозф законъ къ площадяиь (ИФ и 15’, полузянь 

площ ба феи, у) (2. 

паощ Гб а ее) (3) 


Слоеживъ равенстея (1) (2) и (3), получинъ 
л 
площ аб [ууу ни-ни) -Нвь-Ну,)] 
Н такъдля полученёл криволинейной площади, во приближеню, 
надобно третью часть мийи дулемя умножить на сумму врай- 
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нихгиертондикулярова, увеличенную учетоеренною сунмощ четныть 
зертендикулировь и удвоенною суммою неченныхе периендикули- 
р0вз. Найдениая формула предложена ангдШекиму, математиновть Силз- 
вономз' она иметь весьма важныя приложен. 


Вопросъ 


$ 276. Данный мноуюльнии (АВСОГ) пресрииллить во 9 
пон вму расномьрный, 0 цльюиий меныше бокова 

боецинимь концы А. и С двухь омежныхь боковъ АВ и ВС; чрезь 
общую ихъ точну В проведемъ В6 параллельно прямой АС до пере 
свчешя въ С съ продолжевнымь боломъ СО, который 
омежень съ однымь ввъ изухь первыхь бонояъ; на 
зонець соединимь точку в ь А: тогда получияь 
ииоугольникь ЛОТ, кохораго чцезо сторопь, 046 
вида, на одну меньше противъ дацнаго иногоугаль- 
ника АВОБЕ, а площади ихъ равномёриы. 

Двйотвительно, треугольники АВС я АС равшоафрны (5 260), 
потому что инвютЪ общее основе АС п ранныя высоты -— разетояшя 
между параллельными лийный Вб я АС; придавъ къ этимъ троуголь- 
ъинамт площадь АСРЁ, получинъ равномьрныя площади АВСОГ и 
АбОЕ 

Примфияя къ многоугольнику АСОЕЁ постровне, испольениое надь 
давнымь миогоугольникомь получиыь треугольник равояфуимй дан 
ному многоугольник. 


Фиг. 169 


Вопросъ. 
$ 217. Постронть ивидрализ, равномирний данному примо 
зполинику чаи данному треумюльнииу. 
1) Путь Ви Н означеють овловане и высоту прямоугольника а 
»—бокь исломаго ивапрата, 
Площадь примоугольнияа равиа проязвееню ВП, а площадь ивад 
рата равна Х; по услово вти площади равномрим, оябдовательно 
Х?—ВН; отеюща В:Х; 
Й тавъ искомый бокь летио построить, какъ средшюю пролорщо 
иальную величину менду ВЕН (сы. 8 246) 
Точно такве параллелогреннь обращается 2 квадратъ. 
2) Чтобы зайти бонъ квадрата, равиомбриаго хапиюму треугольник, 
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вадобно найти ередьюю пропоруопальную между основашенъ треугольника 
и половиною его зысоты, пля можду модовиною основашя п выеотою, 
потому что площадь треугольника равна позовип® произведешя изъ осно- 
вашя на высоту. 

Такъ капут, вовк И инотоугольнииь можно обратить въ треугольникь, 
ему равномфрный, а этоть послёин въ мвадрать, то если многоу 
золонииа моено обралиинь в ивадроелть, ему Равномирный. 


Вопробь 


$ 218. Построить треузольниие, пмтуощий данную высоту ? 
равномтрный динному треуюльнику 

Пусть АРС данный треугольнииъ. Проведемь къ бону АС пара 
лельную ОЕ въ разетояши отъ мего, равном» данной высотё и раземо 
тримь два случая, смотря потому, перев 
чать ли ОЕ остальные два бока или же 
ихь продолщене (фиг. 470 и 171). 

1) Пуоть О овначаеть первобчене ОГ 
съ бокшь АВ. Проведвмь ОС, а чрезъ Фаг 170. 
вершину В —параялельную ей ВЕ, затвыъ соединииь Пя Г, тогда 
получииь треугольникь АШОТ, котораго высота равна хапшой прямой, а 
площадь равномврна треугольшику АВС 

Действительно, треугольникя ВСРи СО раззоиёрны ($ 260), потону 
110 у нихъ общее осиован!е СО и вывоты равны, кань разстоявя между 
параллельными ВЁи ОС; прахавъ треугольник АСО къ отимъ рално- 
ибрнымъ треугольшикань, получимь также равномфрныя площади имепио 
треугольникь АВСАОР. 

2) Пусть БЕ параллельна АС я проведена въ разетоянзя отт нея 
равномь данной выс01, — причеиь она пересфкаеть [5 
продолжеше бока АВ в 104% 0 

Прозедемь ОС и параалельную пь ней ВВ; тогда 
соодинивъ толку Т эъ 0, получлиъ иовомый треуголь- [98 
пикъ АШГ; потому что треугольники ВСЕ и ВОР фиг. 171 
`равиомфрны ($ 260); сябдоватещьно, придавъ ке иииъ треугольникъ АВГ 
получвиъ треугольникъ АВО=АОЕ. 
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ОТДЬЕБ ШЕСЬОЙ 


Иолвыльные многоугольники -——Измвуен кфуг 


Правильный хнотоугольняюь. — Около правидьнато употоугольника мол 
на всегда оинелть и въ ивых вписать окружность. — Цептуь и лловома 
иправильнаго полясопа; везичини его угловь. — Пралильные политоны 
одного чнела угловь между собою подобцы. — Цептральный угол 
Переходь оть полигона къ миотоугояьшику ст днойпмуь числом би- 
кову. — Поетроеше иолитопа описавнаго, когда, изгфетсл полятонь ини- 
сищний и ва оборотъ. — Виражене чрезь радуеь к бокъ цолигона 
зиислпнаго миотоугольниковь подобнато: описванаго и нписаниаго © 
удвовнныыь числоуь угловъ 


$ 279 Вообравиыъ, что окружность равкёлена на равиыя части 
Отъ соедннешя кавдыхь двухъ сосбдетвонныхь точек дфлеши составитея 
многоугольнииь, готораго 126$ бока равпы между вобою, накф хоркы 
соотв тетвуюния равныхъ дугаят; углы этого мноугольника также равиы 
Иотому что они вписавные и между боками ихт захлючаются равпых 
Дуги, а углы язифряются, вамдый, половиною этнхъ дуг. Такой иного- 
угольникь называется правильных. И так ировильныле мноуюдь- 
нинома называется мнозоузольнить, которо ост, сзпороны и узлы 
равны между собою. Цоэтому, равносторонян треугольцакъ я пвад- 
рать правильные многоугольноки. 

Ивзъ предъядущаго разсужденёя ехёдусть 


Предложена 1 


Пели окружноеть раздълена на ривный части, то отв соейн- 
певя паждыхл дух состдетвенних- точека дълешя получается 
эменлуный мновуюлинике 


Предложеше 2. 


Дели окружность раздълена на равныя части % чр03$ хождую 
пючиу дъленёятрооветь паситвльную д0 вотума сз соспдетвенными 
хасательными, то получитол правнльный мнозоуольниих 
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Пусть въ точнадь А В С РФ, В аГ ожружтость фаздблепа на 
равиыя частя; прозедя чрезъ эти точки касатедьныя къ Пай 
окружности, докажемъ, что мпогоугольнань МУРОВ8 — 
правильный. Проведемъ хорды АВ. С. СО ит. х,, 
36 онё равны чежду собою ($ 142, 8-е); слов: 
въ треугольникахь АВМ, ВСМ, СОР ит. д нымемъ 
по равной сторон%; углы, прилежаще къ этимь сто- 
ронамъ, также равны ($ 150)° сдЪдов` и остальцыя сходетвенныл 
части равны, лиенно: 

1 АМ=ВМ=бР=иа д., ВМ-=СМ=ОР ит д притомъ ес 
рока АМ=ВМ, потому обЪ лежать противъ равыхь урловь въ те- 
утольникё АВМ; зпачить вс вышепризеденныя отрёзии рава между 
собою, а отсюда слёдуеть, что ММ, равная удвоенной ВМ, равна МР, 
удвоенной СМ ит х° значить всё стороны многоугольника МАРО 
равны между собою 

2) Углы М, №, Р, 9, Ни $ таже равны нежду собою И танъ 
инотоугольникь ИМРОВ$ — правильный. 

Предложенте 

\ 280 Около правильно мноюуюльнииа осезда можно оли 
саь и вз немз впиеатю окружность. 

Пусть АВОР Г правильный многоугольник, сафдоватехьно сто 
фоны его равны АВ=ВС-СО я углы раввы АРС=ВОР= 
СОЕ=.... 

1) Чрезь три точки А Ви С опишемь онружность, центр» О 
этой окружности совдининъ съ вершвоаыи многоугольника, -- получиьь 
А0—В0=С0О кахъ рашусы окружности, докажемъ 
что 00—40. Пуеть ОН означать порпандивузяре 
къ хордь ВС, сибровательо ВН-ЫСН ($ 135). 3а- 
ийётивь это, согнемь чертежь па лини ОН, причемь 
НВ пойдеть по НО, точка В совпадеть съ С, бокъ _ 
ВА повдеть по СО, ибо, по условшо, угаъ АВО—= Фиг. 118. 
ВСР а точка А совпадеть съ В, ибо, въ слфетв!е тото же усковя, 
боь АВ=СТ; поетому концы прямой АО совпали съ концами диву 
ОО слёдовательно 0О-—А0О. Поэтому опружность, описацвая раду- 
вонь АО, изъ центра О, иройдоть чрезь тозву О. Иифя окружноеть, 
опиванную чрезь три точки В [# и р, покажень, точно тавимъ #6 
образомь, что опа пройдеть и чрезь точку Е ит. й 
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2} Мы коказали, что около правильнаго иногоугольшина АВООЕ 
можно описать ояружноеть. Бона этого инотоурольника суть хорды 
окружности и тавъ вакь онь равны, то и ужахепы равно отъ центра 
0; поэтому и перлендихудяры, опущенные изъ центра О на бока мно- 
тоугохьника, равны между собою; сабдовательно окружность, опиеа- 
нак изъ О, вакъ цеятра, радусомь ОН, равнымъ длин перпенкику- 
ляра, пройдеть чрезъ ихъ основашя, которыя будутЪъ точками касания, 
а бона--пь ней хасательными. И такъ, въ правильном миогоуголь- 
ник всегда ножно вписать окружость. 

$ 181. Общ цептрь окруллостей, олисалшой и зписанпой въ 
пранильномь многоугольник, называется уениромеь правизьнияо мно. 
зоурользаниь 

Аповемоо правильнаго многоугольника называется радтусъ зруга 
вписаниато въ этомь многоугольник, поэтому ОН веть аповема 
{фиг. 173). 

$ 288. По данному числу етороиъ правильнаго миогоугольника всегда 
можио опредёнить величину его угла, потому что веф его углы равны 
между собою. И дЁНствительно, пусть ® означаеть число оторонъ пра 
вильнаго многоугольника; сумиа вго угловь равна 20(и—2) пё О 
овначавть прямой уголь; онвдотельн каждый уголь равепь 

с 


Полалая посавдовательно и==3” 48 6....‚ найден 
утовь правыльнаго треугольника равен */.О, 
» 5 квадрата > р, 
э ъ дитиеторокияка » “Ш 
» › зщестиеторонника › */О,; итд 


$ 383. Из предъидущаго видно, ато углы правиньныхь иного- 
уУтольниковь одинановаго числа сторонф равыы между собою, хотя бова 
ихъ могугь быть и различны, по эти бока во вобхъ многоугольникахь про- 
цпорщолальны волъдетые равенства ихь въ кашщдомъ  миогоугольнякв, 
поэтону 

Предложен!е 

Правильные мноюуюшники одинановало числа узлово оевада 
подобны, 

$ 284. Уголь, котораго вершина въ цевтр® правильна ипого 
угольнвка, а бона проходить чрезь двё смежныя его зерщины, цавы 
завтоя усмиральныме умломь правильнато иБогоугольника. 
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Если вов вершины правильнаго ипогоусольвияа соедиллыь съ его 
центромъ, то получител столько равныхъ центральныхь угловъ, сколько 
боковъ въ многоугольник®; равны же они потому, что равнымь ду 
тамъ соотвфтетвуютъ равные центральные углы. Слёловательно леди 
чина каждаго центральнаго ‘угла пайдетея, вели четыре прамые угла 
раздвиянъ на число боковъ правильцаго мвогоугольнииа Отсюда вл- 
дуеть, что 0з ббуль правильные мнозоулольнинать, одинаковию 
мисла сторонь цемпральные умы ривны между собою 


Вопроск. 


8 285. Вз крумь вписана правильный мнозоуольния: тре 
буется 85 зпомз ее крузь ввисиать правильный АНОЮУОЛЬНИКЕ Са 
двойным рота даннияо числом сторону 

Изъ центра даннаго мнотоугольцака проведе радгусвы дперпенцику 
дярно его бокамь, и каждую точку дБлешя онружпости совданимъ ст 
концами соотвфтствующаго бока: получниь требуемый миогоугольникъ 
Дъйствитедьно, каждому бову даннаго иногоугольнияа соотв тотвують 
ква бока новаго нпогоугольниха, сафдовательно 9610 сторонъ посад- 
наго вдвое больше противъ члеза сторонъ даназго мпогоугольника. Дуги 
соотьфтетвуюния бокамь новаго кпогоугольника, равны между собою, 
нотому что центральпые углы данпаго многоугольника равеы, а редусы, 
перпендикулярные къ соотвётетвеннымъ иыъ хордамъ, дВлять поподамъ 
эти центральные углы ($ 136)° фавнымь ме центрашьшымъ угдамъ 
соотвтетвують равныя дуги; а уже извёотно ($ 279), что отъ соеди- 
веня сосфдственныхь точекъ дёшещя опружноети па раввын части 
получаетея правильный многоугочьникь 

Вопросъ. 
$ 286. Вз круиь вписань правильный мнозоузольникь. тре 
буетоя около крула опивазть правильный инооурольнекь тан 
эюе числа сторон. 

Рилцеше 1-е. Пузь АВСОЕТ вписанный правальный иногоуголь- 
никъ. Чрезъ вершины его угшовъ, въ вихъ окружвость № й 
раздЪлена на равных части — ироведемъ касательныя 
къ окружности, --получимъ правильный многоугольник 
ММТОЕЗ ($ 279, преди. 2}, число его сторонъ одина- 
ково съ данныиь, дотому что каждому боку перваго 
соотвфзетвуоть уголъ вторало иг. 


174 
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_Рышение 8е. Путь АВСВЬГ — правильный  мнотоугольнигь 
Проведешь рашусы ОМ, ОМ, ОР..., перпендикулярно 
кь бокамъ даннаго многоугольника, а въ точжахь 
им, М, Р...., касательныя къ окружноети: получимъ 
правильный многоугольник» А В'С’О"Е ТЕ; потому что 
въ точкахь М, М, Р.... овружиость раздЪлена на рав- 

4шг. 114. — ным части ($ 279, ‘предл. 2) 

Примплииие 1-е. Стороны постровннало ттакимз образоме 
эноуюльииний зараллельия сторонале дано‘ въ вамонъ ДТВ, 
ращусь ОМ проведень перпендикулярно въ АВ, п касательная А’ 
перпендияузарна иъ ОМ; тоже скажешь и о прочихь бокахъ 

Шриличане 2-е. Три точки А’ А я О лежать на одной прямой. 
Въ сашомь ДФлЬ, соедниимь А’ съ О, получим два равпые треуголь- 
нила А’ОМ и А'0б, потому что инотенуа А'О у нихъ общая и 
хатеты МО—=60; значить уголь МОА’=СОА, т. е. прямая АО дь 
шить уголь МОС попомамъ, и потому оща должна пройти чрезь точву 
А составляющую средину дуги 6М; к тавъ три точии А, Ая О №- 
знать на одной праной. Точно также покажется, что лини В ВО 
С'00 ит Е —в6% прамыя 

Вопросъ. 

$ 287. Оъоло крума описана правильные мнозоуюльникя: туре 
буется опавать в кручь. провилуный мноулолиниия зако нс 
зинаа сторонз. 

Рыцеше 1. Путь ММРОВЯ (м. фиг 172) правильный много- 
утольникъ, описанный около круха. Соедннимь каждые дв® сосфдетвен- 
ныя точки кавашя, получимъ требуемый многоугольшикь АВСРЕЕ; 
докажемъ это 

Опустивъ пердендинуляры изъ центра на касательшыя, получамь 
равные цепхральные угны ($ 71) а какъ равнымт цвитральнымь 
урглалмъ, боотвфтотвують равиыя дуги, то окружяость вь течкахъ А, 
В, С..., разблена па равшыя части, сифд. многоугольнииь АЗС 
правильный ($ 279, предл. 1). 

Рьщене 2. Пусть АВСОЕТ (см. иг 174) опясашшый пра- 
вАдЬЛЫЙ нногоутольюихь. Проведемь примыя язъ точни О жъ верши- 
памъ многоугольника, и совдинимь сосбдетвениыя точки пересвченя 
А, Ъ, С... этихь прамыхь съ ‘окружностью; получииь правильный 
шиванный многоугодьциит АВСРЕЕ Въ вашомъ ифлё, центральные 
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умы А 0’, В'ОС.... ханнаго многоугольника равны между собою арав- 
нымъ цеитральнымь углам воотвётотлують равныя дуги АЗ, ВС, рав 
выя СО...., втавф окружноеть въ точках А, В, С... раздблена на 
засти,-—сяздовательно многоугольшикь АВСБЕЕ правильный ($ 273) 

Легко доказать, чта бока этихь многоугольников, параллельны, въ 
санонь ды, ЛО—В'Ои АО—ВО, слфдовательно А'О:А0=ВО:В0; 
значить хорда АВ треугольника А’ОВ’, ‘разкбляя ква бока па части 
пропорщенальныя параллельна третьему боку А’В 


Вопросъ 


$ 238. Ио извъетнымь вемпивнамь 1 сдбуса 1 бопа, правильна 
30 мнозоуольника, вписанииио в5 круть, вычислить бокз описаннаю 
равильною мнозоуюльника такою же числа сторона (фиг. 174). 

Пусть бокъ АВЕ, ращуеъ АО=-и; требуется вычислить боъ А’В’. 
Везвдетие паралжельности прямыхь А’В’ и АВ, треугольники А’В'О 
АВО подобны, поэтому оходотвенныя ихъ основашя пропорцовальны 
высетамь ($ 220) 

А Б’:АВ=0М ОН 

огеюда АВ= ок 


Въ прямоугольномь треугольникё АОН, по извфегнымь ипотонуз ги 
хату АНЯ, подучлиь он—у= ($ 232) или ОН=УЯ 


2 
сабдовательно АВ, =. 
Уд аз 


Вепрось, 


$ 289. По навъетны мо величинамарадусалибокатравилоиио ино- 
зоулольника, вписаннизю въ круь, найти бокз вписано те пра- 
вильнло мпозоуольникй 05 двойныме чиелома сторона (фиг. 114), 

Пусть АВ==а отначаеть бокъ правильнаго многоугольника, радусъ 
АО-=г. Проведя перпендикуяярь ОМ изъ центра на бохь АВ, воцу- 
чимь боль АМ правишьнаго вдисалнаго многоугольника съ доойнымт 
иеловь бторовъ Изаботно ($ 230), что хорда АМ веть средвяя про- 
порщональная между Манстромь МО и ирилежащинь отрёзкомь МН, 
вибрдовательно АМ*—М9--МН 


МП-=М0-=ОН, апооа ОНУ 


‘4 


тельно АМ 6 — 
и АМЕУ2я-У а) 


7 Фазисимость оть раллуса боьа шестпугольняна, треутольтииа, квадрата, 
н двезитугольвихя, — Нервыетры правильнихь молягойонь, одиого чнеда 
углов, относиел какь ановомы или каиь радуеы опиедайыхь окруж- 
постей, а площади отихъ фигуръ, какь квадраты казязивыхь ляшй. 


Предложенте. 
$ 250. ок правильнию честинлольника отисаннало 7 крут 
ревень радвусу этипо пручь 
Лолотикть, что АВ озпачаеть бокъ правильнаио шествугольнияа 
влиеаниаго въ кругф. Центральный уголь АОВ этого ипогоугольнииа 
фазенъ у или °/Р (буквою Г озлачается прямой 


уголъ) ($284 );слфдовательновь греугольнякв АВО сума 
угловь АЕВ=20—2/,0=“/, О; а кажь уголь АВ, 
ры потому чтовь греугольнииь АЗО сторона ЛО—ВО, то 
Фит. 173.  наацый уголь Ан В, порознь ревеыь также 2/1. 
Ц такь треугольник АБО равностороннй ‚и бокъ АВ равен рашусу АО. 

Примьчане. Чтобы випоать въ вругф правильный шостистороп- 
цикъ, ‚надобно вансвть постФдовахельно шесть хордь АВ ВС СР, 
равныхь радтусу. 

$ 291. Слаьдетые. Соединивъ чрезъ одну вершины виисацаго 
ивотисторовиика, получинъ правидьный треугольникь АСЕ, потому что 
оф происходить сть соедииевя сосвиственныхь точенъ двленя окруж 
цоеты па три равпыя части ($ 279)° ду АС-СЕ-ЕА ибо важдая 
равиа удвоенной дугё АВ. 

Чтобы вычнолить божъ орадельнаго треутольника, замётияь, #10 
АО воть цашетуь, потому что свт раздёляеть окружпоеть поподамь, сл$- 
цовательно пиисанный угозь АСО будеть примой- повтому изь ирлмо 
утольнаго треугольника АСР нолучикь 

АА 60, 
назвава буквоо 7 раршусъ круга, получимь 

А6=#, СО== 
Савк: Аб=У®— 
отеюра Аб-=уз, 
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Поеиркиее равошотво нохазываеть, что бокё ирабильиио тре- 
„Лольнииа онисатиио вх круть равен радбусу этою пруи, умно- 


эженному на Уз. Приколи . отношеше этихъ величины т ® 
А . : 
С — УЗ воть число цесоизмрихое 


Примимане* Зписовъ зь круг правильвый шестиутольникт, па основании пред 


ложеня $ 285, получеыь послфдоналельно правалупые маогоусольлики о 12 
Е 


34, 48,... сторонахь. Числа 8, 6, 12, 24... . получатся въ формулы. 3. когда по- 
казатель м сдьзмьгь посяфдовательно папиымь 0, 1, 2, 3,..: поэтому, помонию 
циркуля и знасйьи, наи цомонию оинелия окружностей и проведет примыхь 


аиыбЬ воли виисать въ даиномь круг прашнаьтае мпогоупольники, которыкь 
я 
число равно 2.8` па такое ле число радныхь частей можно разлить окруж 


ность. 

Правильно миогоугольнлья о 3 6 12 24 .сторонахт могуть быгь описаны 
опозо дашшаго ируга (8 286). 

Помошиюнормуль, нвшелопныхь въ 58 288 п 289, можно получить бора выше 
упомянутых многоугольниковь нь завиеныости отъ ращуса 


Предложен 


у 292. Отношенме бока каадрилти, втисаннео де прут, из 
радису это пруза, равно квадратмному порто изв числа 9. 

Чтобы вливать ввадрать въ лругВ, проведе два дгаметра, взанино 
перпендикулярные АЗ н СО: такимь образомъ окружность раздфаител 
на четыре равшыя части; слбдовательно, соединивъ точки ифдешл по 
чучниь пваурать АВСО ($ 279). 

Чтобы опредбанть отиошеше бока АГ этого пвад- 
рата въ рамугу АО=», возьшемь коадрать пнотепузы 
АП изъ прямоугольнаго треугольника АОГ получим, 
А0=АО?РО”, пая Ави отеюда 


Ау; 


Фиг. 175 
слфдовагедьно АП "уз, т. в. бокх коядралто, втиесиниело в5 кручь, 


ревень расу’ этозо круиь умножвенному на УЗ. Притовъ отио- 
пене этихъь велдчиыь воть число нееоизивримов. 


Призтиаляе. Влисовь въ кругЬ квадрагь и удвояван число, ноелбдовательно 
нолучимь винсанные въ круг и’описопные около него праяльные мпотоутозь- 


вики о 8, 16, 82,... сгоронахъ; числа эти иолучатея изф формулы 2" "орда т 
иодожимт посл?довательно равнымь 2, 3, 4..; на столько же равныхь частей 
можно раздфлить окружность. 10 
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Предложене, 
$ 293. Бон правильнаго двеятицлольники, описаннело во круть, 
рать большей части радйуса, фаздьленнеяо в; крайнем и еред- 
немь отношение. 

Пусть АВ означасть бокЪ деснтнугольнииа, влисаннаго въ хругё 
Центральный уголь этого мпогоугольшика равешь */› или /, прямаго 
{8 234). Въ треугольвикё ДВО: сумма угловъ АЗЕВ= 
2—°/, пли */, прянаго” сяфковательно уголь А= и. 
прамаго. 

Разиёдимт. уголь ВАО пололамъ, получим САО = 

фиг. 16  САВ пряшаго; а вЪ треуголникё АСО внбший 
уголь АСВ НИ =“, ($79). Поэтому вт, треугольник ЛСО бокь 
С0=АС а въ треутольния АВС боль АС=АВ ($ 82); слёдова 
тельно СОА. 

Теперь докажемт, что райусъ ВО раздбяень въ точкВ С въ прай- 
пемь в среднемь отнощенахь в что больш отрёвоят равень СО 
Иневио, прянал ЛС, дфаящая пополамъ уголь А, разиВаяеть проти- 
вулежаший бокъ та частя, пропорщенальтыя обтальнымь двуяъ бока; 
поэтоиу В0:С0-=АВ:АО или ВС:00=00:ВО, потому что СО=АВ 
и 4А0=89. 


Примвчине. Сосдишимь трезъ одву перлипы прашихьнато доелтиутольника, 
винсатваго нь крут, получинь правильный пятяугольнихт; тд. вт. круг? иовно 
знисать в опуеать около иего правильные инотоутольники о 5, 10,20, 40 и 

# 


сторонахь, заобще о 2 6 сторопахт; па столько ше равных частеф можно 


раздЪнать окружность. 
Приничище, Поношию цириулл и аннейки можно описать въ прупь ирсенли ый 


плинадиатациольног. 

Въ самом» АВЕ, зычтя изь дуги, равной ** окружности, дугу равную У 
овружности, лопучиыт дугу, рашаую */; окружности; токамь обраюмъ окруз- 
пость разаблится па 16-ль равиихт частой, а хорды, соотифтечнуюния огимь ду- 
там, составять правильный вииспилый этогоугольшикх о 16-х сторонажь, Удвай- 
вал хослфдовалельно число сторо этото многоугольника, получимъ правильные 


зинсаввые зпотоугольники о 2. 15, когда лоложииь =0,1 2 8 на э10 
де ‘число’ раплыхь частей можло раздфдить окружность. 
Предложеше, 
$ 294. Периметры правилиныее мнодуоленикова, одичало“ 
во числа узловх, проторйонильны атовемаме и радйусаме кру- 
2008, описанных: около этиить мнозоузольнииова, а площади отиись 
Фииур? зоадротама ть же ли. 
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Пусть АВ означаеть сторону правильнаго многоугодьняка, котораго 
центрь О, радуёъь пруга ошлеаниего--АО 1 ращусь ‚рум вписа ынаго 
или аповема—ОН, полагая, что ОН пер- } 
цендикулярна къ АВТ же значения 
пыфютЪ 25, а и ой въ пругомъ пра- 
ВилЬномъ многоугольняяй; положимъ так 
де, что число угловь одинаковое пъ 
этихъ правильныхъ мпогоугольникахъ. “ «ВиГ. АТР 

4) Намъ уже извфотно ($ 283), что таше миогоуговьшики подобен; 
слдовательно, периметры пхъ Р пр лропорщональны сходотвеллымт 
сторонашь АВ и 45, т.е 


Р.р=АВ. 45. 
Треугольники АЗО и аё0 подобиы между с0б0ю ибо А0-ВО 


А0_в0 


90—0, ва. =-==,. п углы между этими бовами равны — зие шо 
ы ко ^^ Фо 


АОВ-=аоб ($ 284); сомы. сходствошиыя основашя АВ п @6 пропор 
цюнальшы высотамь, поэтому 
АВ: @6=НО : 0=АО : 40, п 
Р:р=АО : а0—НО : 40. 

2} Назвавъ площади этихь многоугольнивовь бузвами Она я 
припомняв, что площади подобныхь многоугольниковъ иропорщональны 
ивапратамъ сходетвенныхь сторонт, получиыъ 

9:97:00; 
но АВ : 44—= АО: а0=НО ; 10; 
и АВ" 40—02: 40° ==110° 0" 
и 9:4= 02:0 2ЕНО* 42. 


8 Повлиие о безконечно-малыхь пеличипахь.—Оеновиая теорема. Из двухт. 
ан Й зыпуклыхт, ила вогпутыхь въ одпу сторопу, обпимающая длине 
облямаеной. — Окружность больше периметра полягопа винсаннаго и 
хепьше периметра нолигопл описалнато.--Можно пииеать в5 крусВ пра 
вальний полионь, нотораго бокь меньше всякой дапной лини. 


3 295. Постоянною ввлычиною называеися тавал величина 
которая 0з продолжении доказительства какоо-либо предложешя 
иль рнанемя вопроси, сотранлетз одно в тоже значене. Напю 

* 
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зивъ, зсремюнною величиною мазызлется такая ведичита, которая, 
при т®хъ же обетоятельствахь, измвинетея. Цаярвяврь, иерпендикулнрь 
опущешный: изъ дапиой точки ва пряную — постоянная волнчина, а 
паклопныя, проводимыя изъ этой точки, будуть величины перемвнныя 
Сшежные углы—нчеремфиных величины, а сумма ихъ— величина постовя- 
нал: оше лоегда равна двууъ прямыхтъ. Когда треугольникъ дашь, то 
сгороны его п углы постоянныя ведичины, хорды же этого треуголь 
ника— величины перенбиныя; для даннаго круга, рамусь я Манетрь— 
постояиныя величины, а хорды-—велачивы леремфицыл, ит. и 

$ 206, Безконечно-милою величиною назывиетея зтапия мере 
авыннал величина, которая можеть быть сбълана момыие осяпон 
динной вслилины, кать бы мала ни была эта послтдняя. ЗуЪсь 
падобно обратить ваимае на то, 170 беаконечио-малая воличина есть 
величина первиъииая; такъ что каков бы мадое число мы ни вообразяхи, 
папримьрь— одну иналониую дюйма, оно ве будеть безконечно-яалое 
2 тольцо будеть весьма малая дробь и—-неличина постояпиая. Безконечно 
налая величила можеть бызь озиачена только бушлою, а ис цифрахя 

8 297. Пронзоедене безконенно моло количестви на посто 
диное число веть бваконенно-малое колиместоо. 

Цусть « означаегь безконечио малое, а р) постоянное; донажень 
что произведеще ре можно сдфлать меньше всякаго даниаго количе- 
ства, —этишу, дохажегел, что ух веть безконечно мзаое. Возьмемь какую 


1 : 
нибудь дробь ;. По условно количество < можно едфлать мевьше вл 


ъаго даннаго чнела ела можно положить 110 
<; 
‘рн 
умшожиеь 0бт части этого „Неравенства па потожительное 'иесло р 
получить 
ра. 
Ц таьъ р ножно сдфяать меньше веяной дацной А оби сафд это 
произведене есть беаконечно-малое количество. 
$ 298. Пусть А и В озцачаюгь два постолицыя козичеетва, 2 
Г В— ва безконечно-малыя количества” докажежхь что раввнетло 
А-=В--В.... (1) 
теобходрио влечоть равенство постоянцыхь Ди В, т. в. мо АВ, 
Допустиит что количества А к В шеравиы между собою пусть 
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А>Ри А-П—#, тд разпость # должно быть иостояниее коли- 
чество, ибо \ и В постояипыя. Перепесвшеяь членовь въ уравнение 
{1) изъ одной части въ другую, получльгь 


А—В=В—л 
пли 1—8, 
отсюда В=А-»; 


и тавъ количество В состоитъ пзъ постолннаго # и безконечно-малаго 
& слфи. Р пе моветь быть сдфлано меньше количества №, зпачить В 
не безконечио-малое, ибо свойство безконечно-махаго соетоить въ томт., 
что 910 можеть быть сдышапо мепьие вояваго даннаго, такое заклю 
чаше противно условно, по которому В весчь безнонечио-малое; значить 
нельзя допустить, что А перавно В, позтону А=ЗВ. 

$ 299. Вылуклою или вогчутою лиею называется таная Ливия, 
которую прлмыя лит, проведимыя зъ произвольныхь направленяхь, 
пересвкають че больше какъ въ цвухь точнахъ, 


Предхоженте 


$ 300. Изь даужь ли выпуплыха, цлр вотутымо ва одну 
сторону, обнимаиющия длиннье обнимиемой *) 

1) Дозда объ вытуклыя ий ломаниыя. 

Гребуетел показать, что ломалшя АСОВ 
больше лонанной АРСВ. Продошжинь бока АР 
и ЕС до пересфчены съ обиимающею ломаниою 
въ точкахь М и №. Такъ какъ прямая зишя 


веть кратчайшее разстояще между двумя точками Зиг 118 
то А0--ОМ>АР-ЕМ, 
Ем--Мы>т0-Ом, 


оМ--М0-+-08>В6. 

Сложинь эти неравенства по частянь, при чежъ заифлинь 
СМ--ЕММ--МО ла СО и сократимь въ обфихь частахь равных ко 
личества ЕМ а тапже СМ, получим 

АО--ОР--ОВ>А1 Е б--Вб 
изп ломанниа АСПВ> лом. АРСВ. 
2} Возда объ выпуклыя мийи-—привыя, 
Надобно доказать, что выпуклая лишя АСВ мевьше велкой объ- 


*) Одпа лия обинмаеть другую, если об лишШи нахочятся по одну сторону 
прямой, создиниющей обе концы этих лиш, 
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омающей ее яривой ироведвииой зэжду точный Аи В 10 оу сто 


ропу прямой АВ . 
Очевидно, что вЪ чисяБ иножества лишй, объезлещихь лицо АСВ 


и иывющихь общя двф точви А к В, должна быть одша напменьшая 
заня, т @ тмкал, которая мепьше вейх® прочихъ, поэтому, если дока- 
женъ, ч10 для поякой выпуклой диныг АОВ, 06ъ- 
ехлющей лаве АСВ, всегда найдется лишя меньшая 
лиш АБВ, то отсюда закяючиыт, что лини АСВ цан- 
зепьшая, Проведенъ прямую ММ межлу лишиии АСВ 


Фиг 119 
п АБВ, такъ, чтобы она не пересекла лившо АСВ; эта прямая вотрётить, 
лиш АШВ въ двужь точвахь Ма М и будеть меньше заети кривой 
МОМ ($ 8) т г ММ«МЬХМ; а придавъ къ обфимъ частлиъ это 
неравенства по АМ и по ВМ, получимь АМЬММ--УВЗАОВ 


Праявиишв. Тоже коказалельство и въ томь случаЪ, когда, одиь лия обт 
вмломан или объемлющал, будеть ломапиал, & другал— право. 


Предтомеше 


$ 301. Окружность больше периметра мноюуольника вписан 
#410 # менуце зериметра помиона отисанниао; рлипомё вписан 
ные периметры 05 удвовнавме числа 601065 увеличиваются, в опти 
самние периметры уменишиютел 
1) Шеть АВС овпачаеть многоугольникь, виасарцый въ круг, 1 
ый СТЫ отисанцый лодитонъ. Каждый изъ боков 
вписаннаго нногоугодьнико меньше соотв тетвующей 
ему дуги слфдоватеныю 
АВ-лут АР 
ВСоитга ВС, 
АСэдуги ^О. 
и Слладывая оти леравенства, найдем порериметрь 
Фиг. 380. вписаннаго многоугольника меньше окружности. 
Цуга опружиостя ость выпувцая лшшйя, потому что прамая лия 
пересбкаеть окружность по бодфе накъ вь днухь точкажь (140), 
позтошу, на оснонавиг предъидущаго прекложешя, 
дуга РАЕ<лом. О6Т, 
дуга ЕВЕ<аом. ВЕ, 
дуга ЕСО лом. ЕНО 


Сложивг эти перавенетва, найдень зто окружность меньше перинетра 
оплсавиего многоугольника @ НТ. 

2) Докажомъ, тт съ удвоещемь числа сторонъ перпмстры ваиеаи 
ВыхЪ ирогоугольвияов» удедичираютсл, а опасанныхь — уменьшаются, 
по канному ивотоугольнику АВС вияшент иногвугольникю ЛОСЕВР 
съ удвоеннымь Чпеломъ боковъ, и опишемъ вяу подобвый КЫМУРО. 

Каждый бокъ чногоугольника АВС мецьше суммы соотвбтотвую 
щихь еиу двух боковъ мпогоугольнийа АОСЕВЕ; сивдовательно, не- 
феветрь первато мноугольнииа меньше периметра рторото многоутоль- 
цвха т. е. перпыетры вписзиныхь мнотоугозьникомь увеличиваютсн 
съ уцвовыеиъ числа боковъ. 

Бока КЁ, ММ и РО опяаннаго многоугольника неньше воотвЪт- 
ственныхь пыъ лоханныхь ГЛ, МИХ п РОО; остальные яв бока 
перваго многоугольника гоставаяютъ остальвыл частй цериметра иного- 
угольшика НОГ; сдвдовательно первый перныетрь меньше втораго, т.е 
съ упеличещень числа боновь описанного многоугольник перихетръ 
уменьшается 


Предложение 


$ 312 Можено вписать 95 круть правильным волизонт кото 
‚разо бокз будетз меныше всякой данной лиши. 

Пусть АВ означаеть данную прамую, и требуется виисать прапиць- 
пый подигоць, котораго бокъ быль бы меньше АВ. Влишемф вЪ яругв 
какой ныбуль правильный многоугольнань, п цозожлиъ 
что СР озпачаеть его бокъ. Нусть луга СФУ больше 
дуги ЛО. Раздёлииь дугу СП пополамь, въ точк { 
{$ 477); потожь раздьшемь поподамт дугу СФ’ въ 
точиь (и лотомх ‘пополам дугу О@, во точкв В 


Фиг. 181. 

ит. д. Такь какр будешь получать вее дуги моньния я иельшя, 
то очевидно дойдемъ до тазой дугя, изпр ОН, которая будеть меньше 
дуги АВ; лвл; и хорда СН будеть меньше хорды АВ и она выра 
знть божъ правильнаго инотоугольшика влисаниаго въ круг (9 279) 


Предложение 


$ 303. Можно вв круть описать м описать около нео пра 
вилуные мноюуюльниии” одинаковало числа сторонй который 
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ризнасни, переменрова + эвакже пи влошидей будет меияице вей- 
гей денной величины. 

1) Пусть Р и Г’ свпачають периметры правизьныхь миогоуголь 
итковь, 6% ‘одиаковыхь числом боковъ, иненио, Р-периметръ вии 
саннато мпогоугольник, а ФТ’ описапеаго около окружности, АБ п 
А'В' означають нхъ стороны ОМ я ОН -—чповемы этихь мпогоузоль- 
Ниновт. 

ПавЪфетно, что нериметры правильпыхь миотоугольниковь одипако 
заго чибша сторон пропорщочаньны аповеман сафдовательно 


р: Р=оМ: ОН, 
отеюда 2: = от, 
о ом—ОН=МН, 
. Ро _МНн 
сд: =’ 
Фиг. 162. _ ь. 
отсюа  Р--Р=МНХ ом 


Перпешдикзлярь МН мешьше паилонной АМ, а эта послфнияя ель 
бодъ правильнаго ипоугольниха, слЪи. можитъ быть едвлана мецьшо 
всякой данной величины, если только произвольно удваивать число й0- 


ков; поэтому МН есть безконечно-малое. Въ произведети Мих 


ыиожитель веть величина уменьшающалея, ибо перииетрь Р’опн 


слинаго миогоугодьиляа, съ улеличешьмь чнела боков, уленьшнается, а 
рамусъ ОМ -— постоянная; другой миожнтель МН есть безконечие-махая, 
сад: произведеше будетф безкопечно-малое ($ 297). НЙ так иторая 
часть послфднято равепетва, а елЪд:.и равпость нериметровк РР 
мож сдёлать, меньше веякой данной величепы вели удваивать 19ел0 
боков ‘полигоновъ, виисаннаго и описацнаго. 

3) Пусть © и 9’ сопаамезь площади упоияпутыхь мпогоугольии- 
коръ. Отношеше ихт равыо отномепо явадратовь апобень ($ 294) 
и 
9 9=0мМ 0% 
$ о-он 

ом 

Цвъ прямоугольлато треугольнике АНО имбонь АН? == 40? - ОР 
пи '/АВ’=ОМ’— ОНР, потону чо АН = АБ и 40 =0М 
веябдетве этого равенства, предъидущая пропорщя обратитер вь 


отсюда 


отеюха 4 —0=( р АВ)*Х а: 

В% круг можно впшеать иравичьный виогоуговьюикь, котораго бок 
АТ будеть меньше всякой данной величины; сифдовалельно мпожизель 
(/,АВ)2 буть меньще всякой дашией величины, а хаюь съ уведиче- 
Щемь числа сторонъ описашизго мпогоугольника, ©’ уменринается, а ракё 


уь М0-—постоянеть, то другой мновитель будеть уменьшаться 


ом" 
сифдовалельно пуоизведене, а выфотв съ т®м® ин разность плещадем 
@'--© можно сдфаать меньше воякаго дапнаго количества, 

$ 304 Ольдсныйе. Такь вакъ окружность больше периметра впи- 
салнаго вЪ пей лолегона п мельше описациаго нолигона, то всегда можно 
98 прумь списить или дноло нео опиевть такой правильный пд- 
дайонь, ноторазо периметрь будетг разнится отв окружноети 


на безконечно-малое. 

Площадь круга заключается между площадями иногоугольняковь вли- 
ваннаго и описаниаго около круга, саёд. осегде мозено вз круть вп 
сеть или около незо описал правильный мнозоузолинитв, поторыих 
будет ризнтиеа отё площади пруза на безнопечно-милое 


} Окружности отпосллея какь ихъ редлуец.— Паощахь круга равиа поло- 
внив произведения окружиоети па роллусь —Площади кругов относясен, 
кажь квадрогы радусовь — Подобимя дуги отиосятея вамъ радуеы.— 
Круг, построенный на ниотенуэ® 1авпомфрень вуммф вругоь, ио- 
е'роенныхь по калетохь. 


Ирекложение 


$ 305 Оиружности пропорийоналеьны изв радусаме, 
Пусть би с озшачають окружности. двухъ пруговь, № и у--ихь 


рашусы надобно доказать, 910 с = ры 


Около круговъ опншеи правихьные полагопы одинановаго числа 60- 
ковь, слёд. подобные, и вообразимъ, что число ихт боковъ постепенно 
удвоивается; черезь постелеиное удвоеше необходимо получимь таке 
инотоугольвиии  которыхъ иернмезры будуть разипться оть окружно 


=1- 


стей на количесгво безиопечио залов ($ 304). Назовемь въ этахъ по- 
сидвихь мпогоугольникахь буквою Р периметрь иногоугольитка, опи- 
саннаго около опрунпости С, а букзою р -—периметръ многоугольника, 
описапнаго около с и подобиаго первому, то РЕ=С--*, р=е--З, г 
оп В суть поличества безпоцечло-малыя. ТГакъ вакъ периметры пра 
вильныхь позигоновъ одилаковаго числа сторон пропорщональны ашо 
оенемь (т е уамусавь впивашныхь круговъ), 10 

Ск 6-8 
+ 


РВ 
&=; ИЛИ 


посяфинее равешетво можно представытг вЪ слБдующемг видВ 
буи 
вРа= + } 
здвеь м .8 суть безкопечио-малыя, а 5 п: —- постоинный то на 
овноваши \ 298 зти постолноыя равны шежлу собою те 
© 
в 

$ 305. Примичане. Вели въ круг воишемъ правильный много 
утольниь и будеть удвоизать число боковъ, то бока этихъ мното- 
утольниковь будуть уменьшаться и могутъ сдфлаться меньше великой 
данной величицы ($ 302), а периметры будуть приближаться кь окруж- 
вости ($303). Осповываясь па этохъзал® чаи, окружность пренимаютя 
за пориметрь правильнио мноуюльникя о безконечномь числь 
боков. При такомъ новонь вагаякё па окружность, должно припиеать 
®Й воЪ т свойства правильныхь вногоугодьниковь, ноторыя ив зави- 
сятъ отъ чисиа боковь. Напр. пермыетры празильныхь влисаиныхъ 
миогоугольииковь, одпиаковаго числа боков, пропорщецальны радбусамъ 
вруговъ, пратомь пропорщюнальноеть эта инфеть и\ето при вслломе 
числю боков, т. в, она це завиеить отъ числа бововь; а нак» 
окружности можно принать за правильные нохимвы о безкоцечномт 
чисаЪ боковь 10 окружцости пропорциональны радусань. 

$ 307. Сльденыце. Пусть С и с озцачтоть окружповти, а В и» 
боотвётетвенные ивъ реашусы мы доказали что 


е с 
в=, 
се 

отеюда =. 


значить отношеше окружцости пруга иЪ своему дамезру во везхь 
кругахъ одипаково, ний: ожношене окруженостик кз Фаметру — 
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постоянная величина  Отношете это принято означать треческою 
буквою т; сл довательно ре 

Пзъ послфднято равенства паходиль 

С=98. 
т в. даине окружность равна ея домену, умноженнону ву 
отнощеве окружноети иг даметру. 

“Легко понять, что я больше 3 и меньше 4. Положив В=1, полу 
чинъ /, О=л. Окружность С больше пораметра правильнаго шести 
утольника, виисаннаго въ круг, а огъ равенъ 6-ти, потому что бокъ 
этого многоугольника равонь радёусу или 1-16; съ другой стороны, — 
окружность меньше периметра описашиаго квадрата, бокъ же этого квад- 
рата равень Маметру 2 смдовательно пориметрь его разенх 8 Итак 
>3 
<4. 

Зачбтинъ, 110 010 к песоизибримое, слВдовательно можеть быть 
вычислено только по приближен; въ посзёдетви объяснится вознож 
ность вычислешя т 6ъ желаемою точностью (ся $ 317) 


2% отеода. 5 или т 
<8; 2 


Прекложение 


8 308. Площадь вру равна окружности, учноженной на 
половину радиуса 

Пусть $ означаегь площадь круга, а Си В ето окружность к 

& А 

радиусь; надобно доказать, что 5=Сх 5, т. в чтобы пайги чиешо 
кварратиыхь едичицъ, напр. квадратныхь цюйновъ, содержащихся въ 
площади круга, надобно найти 91050 дюймов, содержащихся въ окрух 
ности С н радусв В, нотомъ числа эти перехпожить и взять половину 

° й ' Иа 
произведеня, потому 110 равенстло 8 =СЖ а "Ст сокращенное зы 


ражеце схфдующаго равенства ($ 284) 
во 
11 
Опищемъ правильный полигонъ около круга, пусть @ означает го 
площадь, а Р-периметрь, рамусь В будеть аповемою этого мпого» 
утольшика, с1ёд. ($ 267) 


Ё. 
=. 
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памь извфетно, ито удвоивая чиско боховъ этого нногоугольцика раз 
ность между площадями О и 8 а таже и между порныотроюь Р п 
фиружностыю С можеть быть сяфлана въ обоях случаяхь мезьше 
всякой данной велизины; е48д. можно положить 

9=8+=, Р=6-, 


ДБ а и В--безконезто матыя. Ветавивъ эти величины вт раъенотво 
в 
9=РХ 2 получнь 
в п 
Ва Вх. 
& й 
Завь Зи СХ 2 Суть постоянный числа, ем ВЖ 5 —безнонечно 
налыя ($297) атагое равенство влечеть равенство постолирыхь, сл д 
в. 
$=Сх, 
Ольъдствв Такь лакъ О—9я8., 50 
в 
3=2=В ии З==1Ва 


$ 309. Примючаняе. Выражеше для площаки круга можно нолу- 
чить несравшениое проще, если согласно замфчацио, пзложелиюму въ $ 
300. жримоме окруменоеть зв периметуь инозоутольниия в безко- 
нечноме чцель боков и сад. круть примем ва правильный иного- 
утолыниь о безконечиовь чнолф боковь, Дьйютвитеньно, пиоиедь пра- 
вильнага многоугольника равна вго першиетру, умножениому па половину 
аповемы ($ 207), лотошу что ототъ иногоугодьниюь можию пришимать 
оннсапиымь около даниаго круга; притомь выражено это, служащее 
дая изыврешя площади правниъиато полигона, ие завиенть оть числа 
его боковь, то можожь заключить, что и илощадь вруга равна окруж 
ности, унножонной па шоховипу радтува. 

$ 310. Въ повлбдетви, для сокращешя разсуждийй  булемт при 
пинать кругь за площадь правильнато миогоугольниив о безкоцечномь 
зислф боковъ, а окружность-за перниетрь, и тё свойства правиль 
ных многоугольшиковь, которыя не завиелтъ отъ числа боконь будем 
распространять ма иругъ и окружиость. 

Но еъ другой стороны, такъ вакъ окружшость въ сущноети ие веть 
леманная, хо чтобы ие оставить въ читатель какого либо сомиёыя, мы 
будешь приводоть доказательства строги, на основаши предиожешя, по 
ноторому равецотво 


Аеев+®, 
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ТАБ аи 8 безкопечно-малыя, а А и В-—-поблоянлыя ваечеть равеи- 
ство постояпиыхь, Д=В. Выводы эти будем початать мелкимь шриф- 
чомъ, ихъ можно пропустить ве нарушая послдовательности въ из- 
чожени. 


Предно жене. 
$ 311 ИМлощади крузов- пропориональн пвадратамь рабу 
Усова. . 
Пусть $ и $ означають паощади двух круговъ; С и с иль ок- 
рутпости; а В ну.-ращусы. Извёетно ($ 308), что 


в=Схт 
8х ; 

отоюка раздёяяг первое равепетво за второе получлиъ 
зот 


и 
Но окрупяости пропоршональны рамусам те 
с№ 
в; 
вотавивь, вибето перваго изъ этихь’ отношенй, ему равное лъ пред- 
носд® днев равепство понучимь 


Пувть Би @ означають даветры кругов 
вдвое больше раруея, то :4=В т и 02:4 


Ш. . . 
7: Т © пЗЮЩадв крузов- пропортиональны квадратииме ба 


такъ какъ Юамотръ 
ВРт?, слдовательно 


метров 


Предложение 


$ 312. Илощади секторовь однозо в пою оке круш или «ру- 
106, опионнияе раоными радусими, пропорщонильны соотатт- 
ственнымь им дума. 

Предножеше это ебть прямов слЪдство теорены о пропоршональноети 
велечинх ($ 201); въ самомь двл®, въ 1-хь сь увеличешемь дуги 
увеличязается соотвётотвующи ей свкторъ, во 2-хъ, вбам дуга уве8- 
чится въ 2, 3, ит. д. раза, то и соотвьтетвуюнщуй секторь увели 
зится во столько ие разъ, потому, что септоры одного круга, соотвёт 
ствующе ралнымьъ дутомъ, очевадно, совищаются. 
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Предложение 


$ 313. Площадь сектора равна соотатетвующеи дузь, ум 
нооженной на половину рабуса. 
Пусть А овначаетф площадь сехтора @—соотвётотвующую ему дугу 
в 
В—радусь падобно доказать, что А=@х о 
Означиыь буквами $ и С соотвётетвелно площадь пруга и окруж- 
весть, описанию тёюь ме радбусомь Й. Сравишиь сектор А съ сея- 
5 с 
тоеромь ф. этону посльднелу вевтору будеть соотвётетвовать дуга 1 
. 1 
т. в. центральный уголь сектора будеть прямой На основаши предъ 
икущаго предложешя получимъ 


А:.5 
отеюда 
но пашъ известно, что площадь прута 
в 
8=6о 
зоэтояу Аа. 


$ 314. Дуе круш называются подобными  вслу соотолыи- 
стшенные им центральные узлы равны между собоз. 


Предложено 


315 Подобныя дум зропориональни радусаие. 
Пусть А к 4 означають дуги, закмочающияся между боками угла 
М п оппсанныя радусани Н и”, пусть С и созначаютъ окружности, 
описанпыя этани рашусами. Извфетно, что нептральшые углы одного и 
того же круга пропорщенальны соотафтетвенныхь инъ дугамь; поэтому, 
пазвавь буквою Г прямой уголь, которому соотвётотвуетЪь въ первоит 
прут дуга '/4С, а’ во второмъ */.с, получи 
уюяь М: О=дуг. А: И, С 
и утозь М: Эду. а: с 
по равенству первыхъ отношеши этих» пропорщи, получиит 
УГ. А ^ УЕДУ. Ус; 
отсюда дуг.А : дуг. :0} 
но опружности пропорщональны рамусань т е С: с=П х, поэтому 
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ду. А_К 


дуг: @ .. 

Примичане. Секторы т иомочотея подобными, сели сост 
атетоуюние вмз центральные умы равны между гобов. 

Площади подобныхь секторов проноршональны поадратамь 
299ёус0в5. 

Въ сачемъ иль, пазвавъ бупвани 5 \ и Е площадь сеяторя 
дугу (осповаше) и ращусь, а буквами $, а п г тащя же величины 
другаго сектора, подобнаго первому, получиьь 

З=АХ в 5=4 Х . 


отеюда 3 =А 


значитт * = 


Предложение 


$ 316. Круз, построенный на ипотенузи уивномурен сумиь 
крул0вё, построенныхь на натетилт. 


Пранявъ бока прямоугольнаго треугольшика АВС 
за дашетры, опишемъ круги; для враткости пусть © 
Ри В озиачаютъ олощади нругозъ, которыхъ дазетры 
соотвтетвенно равны АВ, ВС и АС Кругя пропор- 


. Фиг. 183- 
щопальны квадратамъ драмет] 0въ а потому повторив разсужденя 
$ 272 пифемъ 

Р: В =ВС'. АС?, 


отеюда 
вн 
въ этихъ двухъ ‘пролорщахь три члена одной равны тремъ члепамь 
другой, слковательно и остальные члены равны, т. в, 9=Р-Ев. 
Примючане. Изъ предъидущаго предложешя сдфдуетъ, что полу 
пругь АБСТВ равномфрень сумнЪ полукруговъ АМС и СМВ; отнявъ 
оть оббихъ частей обийе имъ согиенты.АЗС в ВТС, павдент, что 
треугольникь АВС равиоибрень суши луночекь АМСБА я ВМСТВ 
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Фуночки эти называютел вюкретовыли, по пыиени греческаго геу- 
метра, жавшаго въ \’ 28® по Р СХ который первый доказать это 
свойство 


10. Показать возможиость нпычислешя по приближедно отношешя окруж 
постй кл деметру. — Шо дапном? радусу, найти окружиость и пло- 
зщадь круга; но даниой окружности или ие датной ичощади круга вайли 


ралусь. 


Вопрось 


$ 317 Показать созмоменосоть вычислешл по приблюженио 
отношения окружности 2 Наметрву. 

Мы уже заи®тили, что отношене окружности къ даметру (принято 
обозначать его бунвою =) есть постоянная лелячина дин вефхъ ируговъ; 
поэтому для отыснайя отноше опружиости #ъ даметру достаточно изъ 
вебхь пругов® выбрать одннъ и найти въ немъ это отношен!е. Изберель 
зругъ, въ которомъ ращусъ равень одинииё и отыщемь вт пемъ отио- 
шеше окружности иъ даметру, т, е. м, Дая такого пруга отиошение 
окружности въ даметру будеть ($ 307). 


т=о (1. 


Эзо равенство показываетг что для пахожденя п надо найтя 
даииу окрувлости и раздфлить ев па 2 

Для отыснамя длины окружности огыскивають перниетры подоб 
ныхъ правидьныхь мпогоугольниковл, вписаниаго м онисаниаго около 
вруга, г съ этою цёимю пользуются формулами $ 288 н 289. 

При рамубв += фориула, опребляющая боиъ олясаннаго пра- 
вильнаго миогоугольнива ие данному боку ‹ лцисацнаго нодобнаго ему 
вногоугольника ($ 288), обратитея в® 

2а 
м-в 
1 формула, опредфляющая, о данному боку @, впязанпаго правильаго 
нпогоуговьника, бокь вписапиаго иправильнаго многоугольника, из/ющаго 
здвое большие сторошь ($ 289), обратится въ 


УЕ ш (8) 
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Теперь внишекъ въ круг», которого фамуст 1 ца, правильный ше 
стнсторонвикъ. —бокъ его равенъ 1-ц%, а першывтрь 6-ти в онишеюь 
подобный сму многоугольцииь. Бовъ этого многоугольняка найдется по 
форнулв (2), полагая «=1 а умпожияъ его на б-ть, получииъ перя 
метръ опясаппаге правильнаго шестистороннияа. 

ПоложнаЪ @а—=1; въ формул (3), получимь бокъ, а отеюда и 
лериметрь правизьнаго деЪнакцатисторонника  впчсапваго въ кругё 
Велавивъ во (2) формулу найденную таким образом величину дал 
бока вписаппаго 12-тн-сторонлика, получинь бокъ, а слфдовательно и 
первлетрь правильнаго 41-ти сторониика описапнято, 

Продолжая такое постеперзое вычислеше, найдем периметры лра- 
ВИЛЬНЫ ХЪ 24-хъ-есторонниковъ, вписазнаго и описаннаго, потом пери- 
метры 48 96 ит д сторонников» правильшыхь, вписанпаго я опи- 
сакнаго; и 5акъ всегда можно найти таюе правильные ыпогоугольнихи 
одинзковаго числа боковъ, оданъ висавный, друтой описанный, что 
разность между ихЪ периметрамы можно одфлать менфе всякой данной 
пелячины ($ 303), то эту разноеть можно сделать  напринбръ 
меньше */х„, чего мы достигпемь, когда у обоихъ периметровъ будуть 
одипаковыя дифры цфзыхъ, цесятыхь в готыхъ. Окружность С завлю 
частси мевду этими периметрами, — опа больше вписаниаго в меньше 
опибапиаго {$ 304); сладоватольно разпость межлу окруяностью и каж 
дымъ периметромъ будетъ мевыше оо; поэтому общёя цифры периме 
тровъ составять прибдиженю окружности С 6ъ точноетно до “Ио; но 


р ‚ отеюда сибдуеть ото, раздфаявъ это приближеше на 2 10 


лучияь я съ точностью до '/ о Такииъь образомь возыотио вычислить 
— 1 какою угодно точностью 


Приирынийе 1. До Архимеда не бызо вычивлено отпошене оБружаости къ 
ааметру: овт памехль, что л’захлючается между З/ю и "Ум пли по праведе 
язи хробой къ одному зпамелателю, можду 3 Тб? и За; п так 8% ди 9 
составляет приблишеше п, съ точностно до Ум и бодыле пастолщей вели 
чини, 

Админа Менйй нотоль бодве точпую пелачиву °°5/ 

Примьчае №. На основали рысшато анализа, вычислел!е °. доведено до 
730 десятичныхт, знаков: изъ лахь 380 цифрь можио считать вёряыми, цотому 
что би8 вышли одинаковыми у трехь математиков *). Воть первых деслть 
цифр —3 1416926635 -. 


+) Сы МовиеЙез ална4ев де поёточцие раз Тегаиеи 1865. и 
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Обративт а]химедово отношеве 28 : мощене 35уиз въ деслтичг ы г дробг 


т 
и сравнинь ихь съ вимеирипедоннымь лриближещемт, выраженимхь въ десл- 
тичинхь доляхи, найдем, 910 ЗА и э5/ из больше с, первое точшо до сотой 
4 пторюй до инловной доли. 
бт, отноше Архнмедо и Мещя упомчиаемт, кашъ замфчалельвыхь 91 
иеторИг математики; для вычиезешн ве несгда беротся пряближене иь деситич- 
ныхь доляхъ, отраничиваяеь однизт», днумя, тремя и тд. лесдтичиими знакаху 
смотря но цфди вызислене, 


Вопрост 


$318 М данному рабуеу незииь отруужноеви в площа 
ириа. 

4) Пусть раюусь Ц извфетешь ат лицейныхь сдиницахь, папри 
ирь въ дюймахт,, уребуетел пайти число дюймонт, содерязицихен въ 
окрулности С, ини, зто то же, требуетен измЪрить окружность. Из. 
ц те отношеше овружности С къ дашетру ЭК равно - ге 

С ‚ отсюда С=25 . (1). 


28 
Вь послёцией формул извфстио В, по условно; г также изижетно: 
слЪдовательно, пайдегся 2яВ, или дивна окружности С, Разумфется, 
вычнелеще ножеть быть промаведено тольно но приближенно. 
2) Пусть $ озпачаеть площадь пруга. Навфотио, что площадь круга 
рапиа окружности, умноженией иа половину радбуса; слтдовательно 


=. № 


2 
Вотавигь сюда ЗВ вывото С и сократквг иподитель 2 вгош 


слителё и знамепатель, получить 
$ . . (2) 
По этой формулё пандется площадь круга, если иавфотель радтуст 
В, и здЬеь вычнолене вожшо произнесть только по прибаиженио *} 


Вопрост 


8 319. Ло данном онруженостиь, чли по данной площади ру 
за напни радиус, 

1) Пусть яевботна въ линейныхь едипицахь лапа окружности © 
Изъ форнуды (1) предъидущаго параграфа, найдем радует 


*) Си мос Арчометику отдфзь о гриближенььсь 
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в=6 
2т 


, 
потому что т извфетио, 
2) Положимь, что извфетиа площадь круга э Изъ (2) форуузы 


преджидущяге параграфл найдем рад!усь 
5 


Прилзнае 1. Чтобы графически опредваять длипу окружности, зопечио, 
по приближен, нронедемт, чрезь какую нибудь точку В окружности манетрмь 
ВА и касалеарлую Вр. Отяожимь ВБ. раннов илкетру, 
потом Чаи НЬ соотнфяетвенао равны и 
дует; сяЪдолательно, припаль рамусь за 1-цу, поду- 
чинить, Ва=их, Вы Зочия а п В соединить 
ст центромк 0, отложив ПС=Оа, паконець чрезъ 
чочяу С проледемт Ср’ параллельно ОЪ до пересбчени 
еъ клеолелопою пт, точке Г; иряяия В аыралом® 
аериблизютельно Олциу окружиости,. въ точностью до 
эдной стотисячной доли радтуеа. 


Вы саномь 163, изъ прямоугольного ‘резпольшика 
РОн, 


Ву треугольиих, ВСЬ хорде 0ё параллельна одно у 
боку, иозтоку, 


Е отсюа Прев,И16. 
р — 
ь И = У 46-=0,26У 45 


Шо У =120880459, Фит. 488 
тбл. 026 /146=3 1415910 вфряа ло У 


исзтому Вр. 141592 вто 30 1, 8 излфетно, 10 7=8,1415996..... 


И таль ыы варажастт половишу окружиости съ гочиостью до одпой мия 


моцной радиуса, ие привимая эт разочетя погрюностей отф черчение 
Нуимнииние 2. Пусть м озпамаеть бок. ивадрета равномфриаго площади 


п 
пруш, ау 220 5 

в 
отеюла. С.=: В 


И чавк, чтоби пругь обратить вь резпомбрный сиу кзадрать, ладобно пайти 
среднюю иропорщопальную между окружностью и ноловниою радуса; по окрув- 
поеть С опредфанется не иначе кацф по приближенно, стбд. и боку инахрала, 
вабдегсл тольво по приближещю. И хозь вопрось о земБяеши крута, раша» 
Уфрлымь ему кводраломь, можеть бить рфшень только но приближеню. Въ 
истори матемалики попроеь © ирелралеми вруга эъ киодрать изифетевь поль 
вазланемь вадронури грун 
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ПРЕДЛОЖЕНТЯ И ВОП РОСЫ 
ДЛЯ УПРАЯСИЕВИЙ 


НА ОТДЬТЪ ПЕРВЫЙ 


Численная задаш 1 Двь прямып пересфкаюгея. одЕНа, изт 
угяовъ равень */, прямаго угла; вычислить остальные три угла. 

Численнал задача 2 Даб параллельный лаши пересфчены сЪку- 
щею: одинъ изъ выфшиихъ угяовъ равень 0,35 прямаго; найти осталь- 
ные свыь угловь. 

Численная задача 8 ДвЪ параляельныя ливш пересбчены слу 
щею, при чем вЕФШИЙ уголь па 608$ потораго лежитъ точна пере- 
сбченя равевь 0,7 прямаго, а соотвётотвенный ему уголь равенъ 0,04 
прямаго; вычислить остальные шесть угловъ. 

Чиеленная задача 4. Дать уголь 2/, прямаго; м его бовамт 
проведены параллельный лини Вычислитр четыре угла образуеные 
этаии лишяни. 

Уиеленная задача 5 Двё иряныя пересфчены саущею, при чем 
одивъ изъ внутреннихь угловъ ралешь °/, прямаго, а другой, по ту же 
сторову ефнущей, ‘равенъ 0,3 прямаго. По этиыъ даннымь опред®лить 
будуть ли дв данпыя прямыя параляельны между собою или онф пе- 
ресвнутеа? 

„Предложене 1. Если равдфлить пололамъ наждый изъ цвухъ 
смежныхъ угдовъ, то эти равяолфлятие будуть взаимно пернендихухарны 

Нуедложеще 2. Прамая, ДЪаящая нопоиамъ какой пибудь угоду, 
разаблить такие поволант п уголь противоподотпый (пероежный) 
данному. 

И уедложене 8. Гели АОВ прямая лишя и толь АО0—ВОС 
то лиНя ООС необходимо прямая лишя (фиг. 4). 

Предложене #4. Если зрезъ накую нибудь точку проведепы че- 
тыре прямых окаичивающиея въ этой точкё, и образуютъ попарио 
равные противулежаще углы, то эти четыре лини составляють дв® 
пражыя. 

Предложение 5. Вопкая точка равнодфаящей уголь пополамь, равно 
отетоить оть боковъ этого угла 
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Предложене 6. ели между двуми точками проведены двф до- 
манныя лишл, и каждая бостойть изъ двухь пряийхь то наружная 
ломанпая больше внутренней. 

Предложене 7. Равнодфаящие знутренше противоположные углы, 
при двухъ параллельных лИВИяХЬ, параллельны между 20бою. 

Вопрос Л На прячой диши найти точяу равно отбтоящую оть 
двухъ данпыхъ точень 

Вопрось 8. Чревъ данную толку провести прямую  одинаково-от 
стоящую отъ двухъ данвыхъ точек, 

Вопросз 8 Даны даЪ точки А и В по одиу сторопу пряной СО 
найти хакую точку О на пряжой СПО, чтобы дломанная АОБ была 
меньше везхЪ другихъ ломанныхь проходящих отъ А до В 4резЪ точки 
прямой ВС. 

Вопросз А. Между боками угла прочесть прямую данной даяны и 
паразлельную данному направленно 

Вопроез 5. На бок угла найти такую хочву, чтобы перпенкику- 
ляръ, проведенный изъ нея на другой бокъ, равнляся напередь задан- 
пой прямой. 

Вопросз 6. Даны двЪ пересфающяся прямыл занш, Чрезъ дам- 
ную точку провесть сБкущую такъ, чтобы она отрёваша на данных 
прямыхь равный части отъ зершяны. 

Вопрось 7 Чрезъ данную точку провести пряную, которая съ бо 
ками даннаго угда составила бы равные услы 


НА ОТДЪЯЪ ВТОРОЙ 


Предловенае 1. Вели оть вершяны угла ВАС отложинь ло бову 
АВ произвольныя разетоянн АМ # АМ, а по другому боку отложимъ 
АМ! =АМи АМ —АМ, то точка лоресбчешя О прямыхъ ММ и ММ 
дежитъ на прямой (равподфлящей), дваящей пололамъ уголь ВАС 

{Докажите равенство треугольниковь АММ и АММ’, а по 
томъ равенство треугольников АМО и АМ’О) 

Иуедложене 2. Перпендикуляры, опущенные изъ концов оено- 
вания равнобедреннаго треугольника на прогивудежашуя стороны, равиы 
иежду с0б0ю 
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(Сравпите треугольники, составленные изь пезпендикузяровъ 
й овновавшя дамцаго треугоньника)}. 

Иредложене 3. Прямый, пропедецныя чрез® какую нибудь точху 
рапнодбляжщей. дацный уготь, параляольно бокамь этого угла составяя- 
ють съ боками самаго угда-ромбъ. 

(Докажите, что треурольникъ, составяенгый пзь равнодвля 
щей, прямой. параллельной одношу боку д отрФзка другаго бока, — 
фавиобедрекный 

Предложение 4. Пеупендикуляры, возотавхепиые въ бонамъ треу 
тольника изъ ихъ серединь, пересфнаются зЪъ одной точив, 

{Из середчнъ двухъ боковъ возставьте къ пииъ перпенди 
куляры, а изъ точки пересвзешя опустите перпендикуаарь на 
тренй бокь и докажите, что онъ пройдеть чрезь его середану. 

Иредлозкеще 5. Прямыя, проведенныя зрезъ вершины тувуголь 
инка паралленьно противулежащимь бокамъ, образують ‘треугожьнинь 
котгораго бока Врвое больше боковъ даннаго треугольника. 

(Иыьйте въ виду, что въ параялезограмм® против) лежащие 
бока равны между собою). 

„Иредложене 6. Три высоты треугольника пересфваются въ одной 
109% 

(Чрезь вершины даннаго треугольника проведите параллельных 
протявулежащимь бокамъ и пыЕйте въ виду предложеше 4-8}. 

Предложен 7. Сушна перменцикулировт, опущениыхь изъ какой 
ицибудь точки основашя равнобедренкаго треугольника на противулежа- 
ще бока, равна перпендикуширу, опущевному изъ одного конца оено- 
вашя ше противулежащи бокъ. 

(Проведите зрезъ данпую точку осковаюя перадлельную кь 
одному нзъ равныхь бокове; такихь образомъ на перпенцикуларь, 
который Должеть составить вуику, отр жется одниъ изъ нерпен- 
кихуляровъ, должелотзующи быть слагаемымъ, а па осполаны 
предложения 2-го заключите о равенсти® другаго отрёака и вто- 
раго перлендикуляра) 

„Предложенйе 8. бумив перпепдикудяровь, опущенцыхь изъ накой 
вибудь течки, взятой внутри правильнаго треугольника, на бока, равна 
вы60тв этого треугольника. 

{Чрезь данную толку проведите параллельную основанию тре- 
утольнина, получите равнобедренный треугольяинь, въ которому 
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прияфиюте предъидущее предложеще. Изъ равенства треугольни- 
ков найдется, что порненцянуаярь этого равнобедреннаго треу- 
тольника, проведенный изъ конца овновашя на протовулежалий 
бокт, равенъ высотВ этого треугольника и ироч. }. 

Предложена 9. Прямыи, проведентыя чрезь произвольную точку 
оспопашя равиобедрениаго хреугольцика, параллельно остальным двумь 
оокавь, образують параллелограмиь еъ иостоянныиъ периметромъ. 

Предложень 1. Хорда треугольиика, проведенная чрезъ середину 
то высоты паралленьно беновашю, раздёзтть пруме два бока по-по 
чахт, и равна половин осковашя. 

Предложение 11. Хорка треутольника параядельна основанию, вели 
оиа соединяет середлны осталдьиыхь двухь боковъ или середниы яы- 
соты и одного бока. 

Шредложени 12. Хорда треутольвика, проведенная паралельно 
одпошу изъ его боковъ чрезъ точку, двлящую другой бокъ на равныл 
части, раздфлить трети бокъ на равныя части; обратное. 

Иредложене 18. Найти мфето точень середевъ пряныхь, аду 
щихь отъ дапшой точки къ различнымь точкамь донной ирякой. 

Предлоэнене 14. Евли въ примоугольномь треугоньникВ одинь 
из острыхь угловъ вдвое боле пругаго, то изотенуза вдвое болфе 
меньшаго хатета; обратное, 

Предложен 15 [оля на оотахь квадрата отложить от вер- 
шину, въ одножъ направлен, равныя части, то полученныя точки со 
ставить вершаны новаго квадрата. 

Предлокене 16. Всякая хорда парадиелограмма, проходящая чрезъ 
точку пересбчешя дтагоналей, въ этой точкВ длится по-похамъ и она 
разивляеть параллелограммъ на дза равионвриые четлероеторониика, 

Предложено 17. Равподбляюия узухъ внфинихь угловъ, про 
нешедшихь отъ продолщеши двухъ сиежиыхъ боковъ какого нибудь 
многоугольника в одномь маправлеши, образуютъь узлы изъ кото 
рыхь одпиъ фавенъ полувуммВ этихъ внфшияхь угловъ, а пругой— 
пожусумыв угловъ мпогоугольвика, чрез вершины которыхт проходят 
равноквлящил. 

Предложене 15. Четвероутольникь будеть параляелограмиь воли 
его протввоноложные углы попарно равны между собою. 

Предломвене 19  Цатонали ипаралехограныа неравны между 00 
бою. (ви. $ 87) 
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Предложение 80. Если плагонали четвероугольцика взапино длятся 
понолямъ, 10 лаяой четероугольникх — иараллелограмиъ. 

Предлозжене 91. Равнодфалщая уголъ паралиелограмый а лажу 
врямоугольнихя ме совпадаетф съ дагональю. 

Предложене 28 Равнодвляще смежные угаы парвллочограмыа 
вваимие перпендикулярны 

Предложеще 23. Во веякомъ парадлелограмив, равнодвалие его 
углы образуют ирямоугольниет, нотораго протавуположныя вершины 
цевать па прявыхь, параллельныхь стороцажь паралаелограмма, а да- 
тонаи, порознь, равны разноети сшежныхь боковъ паразиелограныа. 

Предложенще 94. Пряный, совдиняющи посдёдовательно середины 
боновъ четверосторониика, образуютъ параллелограмыъ. 

Предложеще 25. Равподвлящ!е углы накого нибудь чегыреуголь 
ника составаяють четыреугольцикь, въ которомь противудежаще углы 
взаинно-доподнятедьны до двухъ пряныхь. 

Предложеще 96 Въ равнобочной трапещии (такъ называется тра- 
вещя, въ которой иепараллешьные бока равны между собою) кажцое 
основав составялеть равные углы съ ненараллельшыыи богами. 

Вопросз 1. Чрезъ точку, данную внутри угла, провести иряжую 
До пересфчешя съ бокаки угла таль, чтобы данвая точка составляла 
середину этой прямов. 

„Вояросз 9. Пайти такую точку внутри треугольняка, чтобы хорда 
проведенная чрезъ ие параллельно ооповашю трозгольшика, отрёзала 
на оетальныхь бонахь тая части, прилежашя къ этошу оспованио 
хотерыхъ сина была бы равна упонялутой хорд 

(Исковая точка веть первобчеше равиоквиящяхь углы при 
основани треугольника) 

Вопрос» 4. Чрезь точку, дапаую вчутря угла, котораго вершица 
не помфщаетен на бумаг  провесть прямую которой продолжено 
прошло бы черезъ эту вершину 

(ПифИте въ виду что высоты треугольника пересфнаютен 
вЪ одной очи). 

Вопрось 5. Опреклить путь бидиардиао шара, который изъ дан 
ной точни, по отражению отъ четырехь бортовъ, долженъ вотратить 
шаръ поставленный ръ давной ше точк®. 

(Тубозфиаез её ргоМ@тез 48 Солт е @белиате раг Ецеие 
Сааап. 1858). 


— 189 — 


Доирось & Провести ходу треугольшна, паралдельную основано 
и равную данной примой 

Численная задача 1. Найтя уголь правваьшаго треугольника, 

Численния задина 3. Найти углы при основаши равиобедреннаго 
треугольника, когда уголъ при зершиюё равен 3/, прямаго угла. 

Числениия задача 8 Найти сунмы угловъ выпуклыхь иного 
угольниковъ о пяти, шеети и семи бокахь. 

Численния задача 4 Вычисапть вефши!й уголь правильнаго тре- 
угольшика. 

Писленная задача 5 Уголь пвраплехограмна ревень 0,37 пря 
маго, пайти остальные углы, 

Численная задача 6 Периметрь парахлелограмна равень 140,65 
фута, а разность двухъ смежвыхь боковъ равна 12,4; вычислить 
бока этого параллелограмма 

Численная чадача 7 боновашя трапещи извфетны, одно 18 ф 
7,4 дювиа, другое 18 арш.-Е4:/, вершин. Найти длину прямой со 
еиняющей середины кепараллельныхь боновъ, 

Численная задача 8. Пеловава пзгонали пряноугодьника равна 
13 63 дюйн.’ найти другую дмагопадь. 


НА ОТДЪЛЪ ТРЕТИ 


Предложене 1. Въ четвероугольниив, винсашнонь въ вругё, про 
тввуположные углы оззнышо допохаительны до квухъ прямых. 
Предложене 9. Чотвероугольнякь ножетъ быть вписанъ въ вругё 
вели сунша его противоположвыхь угдовь равна двумЪ прамымт. 
(Чрезъ три вершины проведите окружность; положите, что она 
не проходить чрезъ четлертую вершину; основываясь на прекь 
ирущень предположени получится пелёный выводъ). 
Предаожеще 8. бунна противолеващяхь бокозъ четвероуговьшика, 
описаннаго около ируга, равна сумм остальныхь двууъ бововъ. 
Предложене 4 Равнобочиал трапешя (хакь вазывается трапеция, 
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въ которой мепараллельные бока равыы межу с0б0ю) можеть быть 
виисана въ круг. 

Иуедлолиеше ДЛагоцали транещи, вписаниой въ нруг, пере 
оБкаютсл ма Маметра, проходяжщемь чрезъ точку порвовченя непарал 
лельныхь боковъ. Этоть даметръ периендикуллрень къ основашниь 
рапещи 

{Имфя въ виду, что угиы ири оспованяхьъ равцобочной тра 
Пейн равны между с0бом, докажите, что точна нереофчешя а 
гоналей, а также поресчене ненараллельтыхь боковъ находятся 
зъ равныхь разстоявяхъ отъ тонцовъ одного язъ основан тра 
вещи). 

Предложено 0. Во веяномь вписанномь многоугольник, четиато 
числа боновь, сулма угловь на ифестахь яолотныхь равна сумив угловъ 
на ыбетахь четныхь 

{Разбейте мнотоугольникь изь одной вершины мт готьеро 
угольники). 

Предлежне 7. Въ переофкающихея окружновтяхь разстояше меж- 
Ку центрами меньше суммы радбузовъ 

Предложете 8. Въ кавающихея окружиостяхь разотояше между 
центрами равно сумы паи разпости радбусовъ, смотря по тому будуть 
ли окружности одна виф наи воутри другой. 

Предлоленв 9 Въ двухъ пругахъ, непумощихь общихь точень 
и лежащикь одна выё другой, разотолше между цептрами больше сум 
зы радусовъ. 

Предложеще 10. Въ увухъ окружиостахь, пе имфющихь общихь 
точекь п лежащехь одиа внутри другой разотомие между центрави 
меньше разпостн радусовь. 

Пуодложеще 11. Есян чрезь одну изъ толень нервббченя двухь 
окружностей проведутел маметры, то ипшя, соединяющая ихь чонцы 
пройлеть чрезъ другую точку пересфчешя круговъ. 

Предложено 19. Если чрезъ оду изъ точекь поереофчешн рнухь 
окружностей провость пряную, параллельную лиш ценуровъ, то сумма 
хордъ, полученныхь на этой прямой, равна ухвоенному разотоянио между 
центрами. 

Предложение 28. Мамегрь окружцости  виивашцой №6 прамо- 
угольномь треугольник, равень избытку сузвы катетевь наиб кпоте 
пузою 


5. 
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Предлоленв 14. Еваи трезъ толку насашя двухь круговь про- 
весть двф обнущия, 10 хорды, сосдиняющя коякы этихь офкущихь вь 
важдомъ круг паралиельны между собою. 

(Проведите касательную чрезъ точку хавашя кругов»). 

Предложено 15. Пели чрезъ точку Р, пзлтую внё пли внугри 
пруга, провесть сЪкущы въ продзвольнемь числь, то серекины полу 
зенныхь такбмь образомъ хордъ, будуть лежать ца окружности, хо- 
торой Маметрь равень хинт соединяющей точку Р съ центромь дли 
паго круга. 

Предложене Ло. Дия увухь окружностей, невифющихь общихь 
точекь, паябольшая и наименьшая изъ лиш, соединяющихь точки од 
ной окружности съ точками другой, будеть та которая проходить 1резъ 
центры. 

Предложен 1/. Оумовийя иврпендикулировь, олущенныхь изъ 
хаков-пибукь точки окружности ма бока ваисавнаго треугольника, па 
хокятея на прямой лиш, 

Вопросг 1. Равдвлить попоманъ уголь когораго вершина це пон% 
щаетоя на бумаг, 

Вопроев 8. Въ канцомь уги® внисагь окружность дашиыжь раду 
биъ. 

Вопросё 8. Чрезь точку, данную ваб двухъ паралленьныхь, про 
вести прявыя танъ, чтобы части ихъ, заплючаюниися между этими па 
раллельными, были равны, кажцая, данной прямой. 

Вопросг 4. Чрезъ цвЪ точки, данныя на окружности, провесть 
АН паралавльшыя хорды, которыхъ сумма равиа данной прамой. 

Вопроег 5. Построить треугольникь зиан его основание, высоту в 
уголь противъ основан. 

„Вояросг 6. Цостронть треугольник, зная осповаше, сумму овладь 
лыхь двухъ боковь и диф изь угловь при осповаши. 

Вопрос 7 Построить треугольциеъ, зиля остоваше раз юсть 
остальныхь двухь боковъ и уголь ири оспован. 

Вопрос 8. Построить треугольшикь, знал уголь при основали 
высоту и периметръ. 

Вопросё 9 Повтролть треугольнияъ, зная сповашв противулеща- 
щий вму уголь п сумму остальных боковъ 

Вонросз 10. Построить треугольникь, зная осневае, противуло 
жащ ему угодъ и разность остальныхь боковт. 
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Вопросё 11. Построить треугольнияъ, зная основаще угодт при 
вершии® в кругь, виивацный въ треугольилиз, 

Вопрос 18. Чрезь точку, даипую пн® круга, провесть обкущую 
такь, чтобы получить хорку, равную дацной длия®., 

Вопрось 18. Въ даннимь вругё провесть хорду данной длины кото 
рая двиилаеь-бы попонамь другою данною хордою. 

Вопросг 14. Ошислль окружность, касательную къ даниой окруя 
ности и даншеой прямой, въ назваченной на ней точк%. 

Вопрось 15. Опявать окружность, касательную къ данной прязой 
и къ ояружности въ назначенной па пей точи®. 

Вопрос 16 Построить треугольникь по двумъ углахь и пери 
метру. 

Вопрос 17 Построить парадяелограючт по двумь пилгоналямъ и 
одному боку. 

Вопрос 18 Поетроить транецию по данным ея бокам 

„Вопуосё 19. Описать окружность которая отрёзала-бы отъ двух 
параллельныхь лин хорды, раввыя даннымъ длинамт. 

Вопрос; 20. Дввы окружность и прямая аня; найти такую точпу 
на этой прямой, чтобы окружность, описанная изъ нея какъ центра 
радусонь равиымъ данной длин®, была насвтеньно къ даниону кругу 

Вонросв 21. Описать окружноеть, проходящую чрезь дв® дапаыл 
точки и пересфкающую данный кругъ такк чтобы общая хорда была 
параллельна, панному паправленю. 

„Вонросё 22. Найти геометрическое исто точекь равно удаленных ь 
оть данпой охружностн. 

Вопросз 23. Найти геомотряческое мЪето серединъ равныхъ хорль 
данной опружности 

„Вопровз 24. Изъ вебжь прамыхь, проходящихь чрезь точку пере 
обчешя двухь окружностой и ограняченныхь этими окружностями, най- 
ти наибольсую. 

Вопрос5 25 Описать окружность даннымь радусемь  хоторая 
прошла-бы чрезъ дв давныя точки, 

Вопросё 86. Описать окружноеть давнымъ радусомь проходящую 
грезъ данную ‘точку и центрь ` которой находился бы или па давной 
прямой или ва данной окружности. 

„Войросё 87 `Описать опружность, проходящую чрезъ двф данныя 
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точки к которой центрт находиясн бы ша дацной прамой, изя на дан 
вой окружности. 

Вопроез 98. Описать онружность ‚даннымь радтусомь, которая про- 
шла бы чрезъ данную точну и касалась далной прямой лли окруж- 
иости. 

„Вопрос: 29. Описать окружность данным рамусонъ, хоторой центръ 
раходилея бы на данной прямой и которая каселась бы или другой дан 
пой прямой, или данной окружности. 

Вотросв 80. Опасать окружпость дапвымь рамусомь, ноторой 
центрь находился бы па данной окружности, к которая насалась бы 
данной прямой, или данной олружновти. 

Вопрос 31 Описать окружность даннымъ радусомъ и касатель 
иую въ двуюъ данныкъ окружноствыь. 

„Вопросз 8. Описать окружность даннымъ радгусомъ и насателг- 
ную къ данной прямой и данной окружности. 

Бопрось 38 Описать окружность даннымь радлусои® и касазельную 
кь двумъ даннымь окрунностям». 

„Бопросз 84. Описать окружность, проходящую чрезъ данную тотку 
п касательтую къ прямой въ даниой на ней точк». 

Вопрос; 85. Опивать окружность, проходящую чрезъ данцую т0ч- 
ду, и каватольную къ окружности въ даниой на ней точЕ. 

Вопрос; 36. Опиеать окружность касательную въ гвумъ данным, 
прлныиъ и одшой изъ нихь въ данвой точи®. 

Вопросз 87. Кь окружности провести касательную составляющую 
данный уголь съ данною прямою 

Вопросз 88. Описать окружность касательную къ двушь даннымъ 
овружностямь и притомъ одной взъ нихъ въ данной точк®. 

Вопрос 89. Построить треугольнивъ, зная ето узлы и высоту. 

Вопрось 40 Построить прямоутольнииь зная ео сторону м да 
тональ. 

Вопрос 41. Построить прямоугольник» зная его сторону и уголъ 
между магоналямя. 

Вопрось 42 Построять ромбъ по двум его длагоналямъ 

Вопрось 48 Построить ронбъ, зная ого сторону и уголь. 

Вопроез 44 Построить ромбъ, зная ето сторону и магональ 

Вояроса 45 Построить ‘ивадратъ, ‘когда извфотна его Магональ. 

Численная задача 1 Утоль, вияеанный въ окружноети равенъ 
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0,37 прямо, найти центральный утолт, гоотвётотвующий пут, заклю 
зающейся между боками этого угла. 

Численная задние „. Найти уговь, составлениый хордою и паса 
тельною, зная центральный угохь 0,59 пряшаго, соотв ®етвующий дуг. 
заключающейся между божами первато угла. 

Уицеленния задачи 3. Разотоле между цемтрами двухъ круговъ 
равно 5,4 дюйма, радусм этихь вруголь равны 9,2 дюйма и 6,8 дюй- 
ма. Онредфипть ноложене кругов, т. е. будуть ли они переобкатьея, 
васатьсл или ие ихмоть общихь точенъ. 

Чиеленния зидани 4. Ращусь одного круга равенъ 5 вершдамь, 
другаго 4 дюйнамъ, а разотолню между зхь центрами равио 15 дюй- 
чамъ. Опредълить положено одпого пруга относвтельно другаго. 

Унсленния зайцами 5. Опрелблить позожеше пруговъ, знал, что 
разетоян!е межлу ить центрами равно 14,7, больш ражуеь раветь 
10,9, а мельший—3,5 

Уиеленная зада 6. Даметрь меньшаго круга раденъ 12,4 верш 
разетоли® можду центронт этого пруга и цеитромъ другаго большато 
круга равень 1 фут. - 2,4 дюйм. Иайти вал поличииы можно за- 
дать дни радуса большяго круга чтобы въ пемь запмочанел меньышяи 
круг, 


НА ОТИЗЛЫ ЧЕТВЕРТЫЙ ПЯТЫЙ И ЩЕСТОЙ. 


Предложено 1. Треутольникъ, койо воршяны бвуте вередяпы 60- 
коръ данного треугольника, нодобент этому посл®диему, 

Предложенас 9. Средияя пропоршональная двух, перавлыхь лиий 
воегда мепыше средшй ариометической тх$ же ливЙ. 

Предложенае 8. В волкой транеши середины основан, точка 
вотрёчи непараллельныхь боковъ и пересфчене д1агоналей лежету па 
одной прямой. 

Предложене 4 Если чревъ какую пибуль данную точиу М провееть 
оАвущы #ъ окружноети, то произведеше разотоявй точки М до пере- 
сбчешн съ окружностью будеть постоянная веннчина. 

Предложение 5. Линт, соедииюция середиоы боповь зреугольтиеа 
©ъ противухожащнми вершинами, первскаются вЪ одной точЕ%, 
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Предложене 6. 10 воявомь воиеамнояъ гетверосторонниьв произ- 
ведете дласоналей равно сумм процзведенй противулежащихь бововъ 

Предложен 7. Отъ совдинешя серединъ смежных бекон зе 
го чотверосторонвива получается паранлелограмыт. 

Предложена 8. Во вслкомъ паралленогроны, сунул коздратовъ везхя 
бокозъ риони сумм иведратовъ дагоналей 

Предложене №. Во всяком четвероугоньнии® сумма квадратов, 
вефхь боковъ равна сумм квадратов магоналей, вмйет® съ учете 
реныым»ь квадрагомь лан, соедиллющей середины дГагенахей. 

„Вопрось 1. Раздёлить треугозьшииь ца два равяомёрпые трёугоз ь- 
цика прамою проходящею чрезт вершиау. 

Волрось 2. Раздыить треугольникь па да равноябриыя части 
прямон, проходнщею чрезь точку взятую ил сторон даннаге тре- 
упольника, 

Потрось 8. Раздьлить треугольникт пай равпомфуныхт трети 
никовь прямыми, проходящими чрез веритну. 

озриеь 4. Раздблить треугольцинт на тры треугольника пропор 
цюнальные числауь @, 6 и с прямыми, проходящими чрезь периииу 
треугольника. 

Випрося 5. Построить равиюбелрецный треугольник, равиомтриый 
ценному и имвюЙ еъ нослфдилыь общее основаше и общую высот). 

Вояросё 6. Постропть квяпратт, равиомбриый сумы иди разности 
цпухь капныхь квадратовъ 

Вопросз Т. На данной прямой построит’ прамзуголииик равио 
мбрный даннову прямоугольнику 

„Вопросё 8. дапиую прамую раздёлигт на части пропорщональныя 
данвымъ коадразаи», 

Вотрось 0. Построить квадрать, готорый огносилея бы яхт даяому 
хпадрату, какъ дэпиыя прамыя и: я. 

„Вопросё 10. Построить многоугольникъ, подобный данному мнего 
утольнииу, знал отнешеше сходетвенныхь боковъ. 

Вотрось 11, Поотровть прямоугольшииъ, рарломврный данному киа 
драту, яогда навбстны: 1) сумма и 2) разность его измфренй. 

Вонуось 19. Описать окружность, ироходящую чрезъ кзБ данныя 
точки и касательную къ дапиой пракой. 

Вопросё 13. Даны кн онружности, провесли къ нет общуш ка 
сательтую. 
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Вояросх 14. На данной прямой построить правильные многоуготь 
ники о трехъ, шести, двфнадцетк сторонахъ 

Вопрось 15. На даниой прямой построить правильные мот оуготь 
лики о четырехъ, восьми шестнадцати, ‚.. сторонахъ 

Вонросё 16. На дааной прямой построить правильный десятиуголь- 


НиЪ 
Вонросв 17 На данной прямой построить правильный пятнуссль 


Ни 
Вонрось 18 На данной прямой ноетрокть уголь въ 46° 72° и 
1445 
Вопросг 19. Даны два подобные треугольшлиа, поотровть треуголь 
викъ имъ подобный и равнохфрный ахь суммВ. иди разпостя 
Воярось 20. Каны два подобные многоугольника, построить миого- 
утольвикъ имЪъ подобный и равномёрный вхь бсумиВ или разности 


Чисченныя задачи на отдфлы 1" и 


1) В+ боку треугольника, длиною въ 4,6 дюйма, проведена парах 
ледьшая хорда, цфаящая оцинъ изъ остальныхь двухь боновъ па части 
пропорщональный числам 7 и 4; найти дляну этой хорды в опред- 
ить какую часть она отрёзываетъ отъ площади ‘даннаго треугольника, 

2} Два бока треугольника извфотны 17 дюйновь и 111/, дюймов, 
на третьемъ боку найти точку, по соединеи которой съ зертиною 
противулежащаго угла, зтотъ послйдя раздёхился бы пополамт. 

3) Хорла, параллельная одному взъ хатетовъ, равыа.17'/, хюбмовъ 
причемь она длит® другой катеть на чаези пропорщональныя числам 
2 п 3; вычислить первый катетъ. 

4) Длина перпендикуляра, опущеннаго изъ вертины прямаго угла 
на ипотенузу, раза 7 дюймамь, длица япотенузы равна 1 фут --5/, 
дюймовь; найти отрёзки инотенузы. 

$) Перлендивуюярь, олущенцый пзф вершины врямаго угна на ипо- 
тепузу, давть два отрёзва, одинь въ 11 дюймов другой въ 4 дюй- 
на. Вычислить оба катета этого треугольника, съ точностью до 01 
дюйма. 

` 6) Радуоъ вруга равенъ 9 дюйнамъ; найти даиву хорды, перлен- 
дипуларной яъ даметру и ототоящей отъ центра на 2,4 дюйма. 

7) Длива хорды равпа`3 верш., изъ середины ‘ея возстановлень къ 
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ней перпендинулярь, отрёзокъ его между хордою и дугою равен 4,7 
вершка; пайти даиетръ. 

8) Вь круг персебкаются дв хорды, отрзки одной суть 7 кой 
новь и 3 дюйма, а одишь паф отрёзновъ другой хорды фавешь 9 дюй 
машъ; пайти друтой отрёзокъ отой хорды. 

9) Найти хорду круга, отетоящую отъ центра на 6 дюймовъ потда 
радусъ этого пруга равешь 21,7 дюйма. 

40) Изъ точки, взятой внф вруга, проведена насательная длиною 
вь 7 вершковь и офжущая, которой часть, занлючающаяел въ круг 
равна 5 вершкамъ; найти дапну обвущей и вафшниго ея отрёека. 

11} Изъ точки, валтой вн круга, проведена насательная дипною 
въ 7 вершновъ и нормальная. Найти дянны обфихъ пормашен, когда 
редусъ круга равен 4 дюйнамь. 

12) Изъ точки, взятой вн круга, проведена касательнаи п кормаль- 
пая, дашив касательной равыа 12 вершкамъ, динна большей нормали 
равна 18 верш.; найти даметрь окружности н длину меньшей нормали 

18) Въ равнобедренномь праямоугольномъ треугольник» япотенуза 
равна 6 дюйнамъ; найти катеты. 

14} Ипотенуза треугольника равна 4,1 дюйна одинь изъ катеторь 
равень 5/, дюйма; найти другой катеть. 

15) Больлий отрЁзокъ прямой, раздёленцой въ крайнем и среднвыъ 
отношении, равеяъ 10; вайти дчину прямой. 

46) Извъетны основан 12 и высота 4 въ прямоугольниь В, найти 
пагонадь этого прямоугольника. 

17) Извёстны бока четвероугольника, имецно 17,15,10,4 дюй 
за, найти бока подобнаго вму нногоугольника когда извфотень его ие- 
риметръ 9,4 дюйма. 

18) Общая хорда лвухь иересбкоющихоя круговъ равиа 4 дюймаы , 
ращусь одного круга равевъ 7 дюйнамъ, рамуеъ другато круга 3 дюй- 
нашу; Найти разетолне между центрами 

19) Площакь треугольника равпа 1 квадр. футу ооноване его рав- 
но 9 дюймамь, найти высоту отото треугольника. 

20) Вычнехить площадь трапеци, которой большее основане равно 
4 дюйнамъ, пеньшее—2*/, дюймань, а высота— 5 дюйнашь. 

21) Отношене основашя прямоугольника къ его высотв равно 2 
илощадь прямоугольника равва одной десятия® Найти основаше и вЫ 


соту прямоугольника р 


— 178 — 


29) Два треугольиика подобны, сторона одного равна 44,7 верш., 
другаго—сходегвениая первой 7,9 верш.; высота перваго треугольника 
равна 2 дюйманъ. Найти во спольшо разь площадь одного треугольника 
меньше площади другаго треугольника 

23) Два многоугольника подобны, сторона одлого въ 3 раза мень 
108 сходственной ей стороны въ другом; во енолько разъ периметрь и 
илощадь перваго нногоугольцика меньше периметра м площади другаго 
Нногоульшика. 

24} Вычислеть площадь правильгаго треугольника зная #0 сто 
фону. 

25) Вычислить площадь нравильнаго зпестиугольника въ зависима 
ти оть ето стороны. Фоже и для правильнаго двёнакцатнугольника 

26) Вычиезнть площадь правильнаго восьуиутольника въ зависимо 
сти ето стороны. 

27) Вычислить пзощань правильнаго десятлугольника въ завиеймо 
сти его стороны 

28) По канной площади правильшаго многоугольнихао 3, 6 12, 8 
в 10 сторонахъ, найти бокъ наждаго изъ вихъ. 

29) Сторопы двухъ правильныхь треугольниковь ранны 21,4 фи 
44,3 ф Вызиелить бокъ третьяго правильнаго треугольника равном р 
лато сумм® двухъ данныхь, пё отыскивая ихъ площадей, 

30) Решить тотъ же зовросъ для правяльныхь шестиугольнийовь 

31) Радусы двухъ круговь извфотны, 47 верш и 4 вершка, Уз 
цать во спольно разъ окружность и площадь перваго круга больше ок 
ружности и площади другаго круга. 

32) Найти величину градуса онружиосги, которой маметръ-=2 дюйн 

38) Центральный уголь равень 28° 15’, ращтусъ равешь 1 вершну, 
найти площадь сектора. 

34) Между бояами угла описаны дут, принимая вершину за цептръ, 
а за рашусъ данны 7,4 вершка и 3,5 вершка” увидать во сколько разъ 
одна дуга больше другон. 

35) Бомь квадрата, опиоаннаго около круга, равень 4,1 дюйва, 
найти Клину окружности 

36) Бокъ пвадрата вписаниаго въ кру№ равен 7 верщкамъ, вы 
числить площадь круга. 

.87) Бокъ треугольшика, вписаниаго дЪ вруг8 равень 6 вершивиь 
Вычнолить длину опружности я площаде круга. 
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38) Илощадь шестисторовкика, вписаниаго въ круг, равна 12,4 
кв. дюймамь. Узнать разногат между площадью этого круга и ллощадью 
многоульнлна. 

39) Рашусь круга равенъ 3 дюймамь во ололько разъ надобно 
увеалчить этоть радтусъ, чтобы площадь круга уведичилаеь въ 825 разъ 

40) Найти окружность круга, если бокъ воисзинго въ певъ пра 
вильнаго двсятиугольниха равен 4), дюйма. 

41) Площадь круга равна 345,64 кв. дюйнанф пайти центральный 
уголь, соотететвуюнй дугё длиною въ 3 дюйма 

42) Окружноети цвухъ круговь пропорщюнальны числа 9 я 4 
по язвёстной площади большаго круга 1000 кв. дюймовь, иайти пло 
щадь даннаго круга. 

43) Ращусы двухъ подобныхь секторовь проиорщональны числамъ 
1'/, и 4,2; зная площадь менишаго сектора 46 кв, дюймовъ найти 
площадь большаго сектора. 

44) Дув 75° 21И 40" соотвётотвуеть сектор, которато пвощадь 
равна 100 кв дюймамт; найзхи площадь сектора того же круга при 
пугё въ 1005. 

45) Сравнивая площади двухь правидьныхь полигоновь одинакова 
10 чиела боковъ, нашли, что одна площадь втрое больше другой 
узнать во сколько разъ бокъ перваго полигона больше бова втораго пе 
вигона. 

46) Два правильные полигона лодобны, пчощадь одного изъ пахъ 
воетавияетъ поховяну другой площади; узиать какую часть составляет, 
Маметръ круга, олисаннаго около верваго полигона ость маметра круга 
описаннаго около вторато полигона, 

47) Вычислить бокъ правильнаго треугольника  опксаниаго окояо 
круга, котораго маметрь равень 5 футан». 

48} Вычислить бовъ правильна треугольника, описаннаго около 
круга, зная, что бок правльнаго виясаннаго треугольнека равень 3 
арш -- 15%/, вершковъ. 

49} Вычнешить число зрадусовъ, закаючающихея вт дуг, которой 
дикна равна радуеу. 

50} Вычиелить чисхо градусовъ дуги, которой длина уавия 17 дюй 
мамь, пря радусё 12 дюймовь. 

81) Найти рашусь такого круга, въ которомь душа въ 14° 42' 


была бы равыа 18 дюймамъ * 
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52) Рамусь одного круга 40 $., другаго 2 арш. 9 верш. и треть 
яго 141/, ф. Вычиезить ращуеъ четвертаго круга равнонфрнаго сумы 
трехъ дапныхт, 06 вычисвяя пзощанцей 

53) Радуеы копцентряческихь круговъ равны, одного 10 ф., дру 
таго © ф. Вычислить площадь кольца между данными окружностяви. 

54) Райуеы длухъ ковцептричесвихь вруговъ разнятсл ва 2 ф., а 
паощадь кольца образуемаго ими равна 4 веад саж Вычиешить ра- 
усы. 

55) Площадь круга и площадь виисаниаго въ немъ правильнаго тре 
угольшика составиають выфств 15 кв, ф. Вычислеть площади круга п 
треугольшика, 

$6) Вычпенить площадь правильнаго треугольника, зная, что ра 
дусъ круга въ цемъ виисаннаго равевь 5 ф. 

$7) Вычислить площадь сегмента, заключающуюся между дугою вт 
609 ц ся хордою, зная, что сегменть принадаежить кругу, коего ра- 
дусъ ревень 3 саж 


ЧАСТЬ п 


ГЕОМЕТРТЯ О ТРЕХЪ ИЗМЗРЕЯХЪ 
(Стерео чел) 


ОТДЬЛЪ СЕДЬМОЙ 


Прямыя лини, розомалраваеныя въ простралетв® и плоскоста 


11. Плоскость. — Услошя, опредфллюлуя ел положеши. — Взаныноо пере 
сёчеще двухь и трехь плоскоетей. — Перпондикулярь къ примой, въ 
какой ки есть ея точ, — Црямыя пъ пространетв® могутв не перес% 
залься и быть между тфыъ нопараллельными. 

$ 320. До сихъ поръ мы равсматрипали протяжешя па одной плое 

ности, и потому объемы пе могли подлежать нашему изеябдованю, а 
равематривались только лини и площади. Мы показали свойства пря- 
ныхЪ авн И, перпепдняулярныхь и параляельныхь, способы изибреня 
прямой линш и опружноети ($ 318), свойства прамоляпейныхь фигуру 
и изыйрене ихъ площадей, а также измёреве площади круга, Пропор 
щональноеть величить дала намъ возможность, при изм®рени угяовъ 
окружности и площадей, устрапить нашожене единицы въ измфрявмой 
зеличиц®; безъ пропорщональности мы вотрётяли бы непреодолимое 
затруднен; напримёрь, накь квадрат, приплтый за 1-цу, укладывать 
въ треугольник® паразлелограныв или пруг®-Кия узнашя ихъ площа 
дей? А такие: какъ укладывать лнейную 1-цу въ окруяцости дая из- 
вфрешя ея калины? Бее это устранено пропоршональностью ведичивуъ, 
86 же мы будемь пользоваться при ивифреня объемолъ, 
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Чтобы при дальн шемь изслёдовани протяжени можно было поль 
зоваться Геометрею на плоскости, надобно знать признани, по которынь 
можно опредфлять, будуть ли данпыя протижешя лежать вь одной 
плоскости, 

Признаки эта изложены въ сдующихь трехъ предяоженихь 


Предложение 


$ 321. Три точки, лежиния ме вв прямой лини, опредвляють 
положеще плосности, п. в. чрезь этыв почин можно провесть 
хлоскосиь, в прь тома зполько одну. 

Пусть даны три точки А, Ви С. ДвВ язь нихь, наприи$рь Ай 
В сюединямь прямою линей. Чрезь пряную АВ можно провесть плоб- 
хоеть ($ 17} и обращать гв на этой ляши. Илос- 
кость необходимо Должна вотрбтить точку С, Пато 
му что плоскость полагается безконечио продолжен- 
вою, и такь чрозъ три точки А Ви С можно 

фаг. 185 проввсть плоскость. Назовемь ев буввою М, и по- 

ложимь что зрезъ эти же точки проходить другая плоскость, которую на 
зовенъ №. Возьменъ какую нябудь точку Г) на плоскости №, и докажемь 
что она дожить и на плоскости М Три точия А, В в С, по условю 
чежать въ обфихь пяоскостнхь; поэтому и прямых ЛВ, ВС в АС 
пеопредфивние продолменныя, лежать въ обфихъ илоскостяхь ($ 17) 
Прямая ВС дёлить плоскость № на ДВ часли: точаа Г) находится 
въ одной части въ другой части на прямой АВ возьменъ какую ни- 
будь точку Е и совдининь ве съ Г прямою ЕБ; эта посябдняя перев 
четь ВС въ точ С ибо об примыя находятся въ плоекости М Тань 
дань точки Е к С цаходятся на прямыкь АВ я ВС, то ов де- 
жать таке въ плоскоти М, я 366 точки неопредвионной прямой 
РС, а саёновательно и точяа Ф лежать въ плоскости М, И таку 
зоякая точна плоскости № лежитъ на плоскости М; слздовательно этя 
плоскости составляють одну, и положеше плоскости, назъ одиаственной, 
вподн опредфлено. 

Изя лопаго понинашя необходимо ияёть в виду, что прямыя ли 
ни и плоскости принимаются продоажеными безиредёльно во вой 
стороны 
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Предиожвне 


\ 322 Двь пересъкаюийяся пупмыя опредъяяиниа зюложешь 
плоскости, 

Возьмемь дз% точки А и © на прныыль ЛЬ в 
Ср. Чрезь эти точви и пересвчеше 0, какъ лежа - 
ща ке на одной прлаюй, можно ировесть плоскость; Зиг. 5 
она будехь содержать и прямыя АВ л СП ибо каждая изъ нихь бу- 
деть выфть дв общим точни съ пвоекоотью, АнО СибО. Воякая дру 
зая паосноеть, проходящая чрезъ эти прямых, сольетех съ первою 
ваоокоетью, потому что у нихъ будуть три обиёя точки, наприжвуь 
А, Ви 0, лежащая не на одной прямой, 

$ 323. Сльдстве. Прямая мия и точка, вонь еп, опредь 
змюиз положеще плоскости. Объяспеще то же что и въ предъиду 
щенъ параграфь 


Предложен: о 


$ 324. Двумя паралаелными трямили опредълявтся поло 
жене плоскости 

Дейетвятельно, дв параллельныл лин, по самому опредзленио 
ихъ, лежать ВЪ одной плоскости; а вояная другая плоскость, прове- 
депнан чрезъ эти лин, сольетея съ пврвою, потому что у вихъ бу 
дуть три общйя точки не в% прямой аншш, напрямбрь, дв® точки па 
одной и третья на другой изъ параллельных. 

$ 325. Нрамая лишая отноеительно плоскости можеть инёть три 
раваичныя ноложеня: 

1) или вся ложнииз на плоскости, 

2) наи нересъкаетз 6, — причеть деробчеше составить одну 
зочну` въ противномъ 61уч8$, при двухъ общижь точках, или больше, 
прямая совпела бы съ плоскостью ($ 17); точка эта называется осно 
вазема праной 

3) кли прямая находится вся зн& пхоскоети па зовиъ протяжеши 
той и крутой, сколько бы ихъ нипрода лжали,--причемъ прямая назы 
вазтол заралдельною ва плоскости 
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Предложен 


$ 326 Взаимное пересечене вуз плоскостек весть прямая 
мийя, 

М дйотвительио води бъ общее перебчене двухъ плоскостей не 
была прямая, то навшиеь бы на перобчени три точии, расположен 
пыл ке па одной примой; одфдовательно об плоскости, инфя три общёя 
очки, пе па одлой прямой, совпала бы Въ одну плоспость ($ 321) п 
значить ие переофкавись бы, что противно усдевио. 

& 327. Взаимное пересичеще трешб плоскостей, вообще, есть 
злочка, но можеть бить 4 прямая диня 

Дайотвительно, чтобы получить взаймное переефчеше трехъ пло 
костей, надобно взаямиое первс®чен{е двухъ плоскостей перосфчь третьею 
плоеностью; а изв®отно ($ 325) что сёченв прямой лини съ идос- 
костью составить тозку- 

Виротемь третья плосхость можеть пройти зрезь сбчене первыхъ 
двухъ плоскостей, и тогда звакиное сбчеюе трехъ плоскостей будеть 
прямая пиня. 

$ 328. Чрезъ прямую ланшо можио провестё множество илоспостей 
и эта прямая, очевицыо, будеть общимь ихъ офчешемъ. Роли чрезь ка 
кую нибудь точну этой прямой зообразинъ перлендихулеры къ ней въ 
кандой плоскости, то получкитъ столько перпендакуляровь въ проетран- 
утв, сколько бышо проведено пиоскостей. И такъ, сх яространстеь 
можно яровесть множество перпендикуляровь кз прямой прото 
дящиия чреза одну какую нибудь точну. 

$ 329. Нели, въ двухъ точкахь прямой вообразииь два перпенди. 
куляра къ ней въ различныхь лаоскостяхь, которыя проходять чрезъ 
эту примую, то получимь 588 лиш, которыя очевидьо не вотрётятоя 
я вифотЬ оъ тВыъ не будуть параллельны мелду собою, потому что ие 
маходятся въ одной плоскости И такь, эфямыя вз проспранетоь 
моитз не пересьивиться и бъинь между эмъмз непароллельными. 
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12 Перцеидивуляри къ прямой, въ какой ни есть сл точк®, находятся т 
одной плоскости. — Периендикужноь пт плоскости. -- Чрезь каждую 
точну примой можно провести перпендикуларпую изъ яей плоскость, и 
тольно одну. — Свойство перпондикуяяра къ плоскости и дна. въ иси 


ВахлОнНыхЬ. 


Предложение 


$ 330 ею перпендинуллры из прямой 08 какой ни ести 
ел точкь, назодятея вё одной плоскости. 

Чревъ прямую АА’ проведен дв плоскостл и въ каждой из% точки 
0 возставямт къ прлыой АА’ перпендивудяры ОВ и 7 
00; они ваходятел въ одной плоскости ММ ($ 322). 
Чрезъ прянтю АА! проведен третрю плоскость, которая 
пересёчеть плоскость ММ ло лиш ОС, и докажемь, что . 
это с$чене 0 перпепдинулярно къ ЛО. А какъ въ Фит, 186. 
одной плоскости изъ точны можпо возставить одинъ только лерлендяву- 
яярь то вмфот® съ тВмЪ понажется, что перпендикуляръ возставлен- 
вый въ этой третьей плоскости изъ О иъ прямой АА’, совпадеть съ 
0+, и слбдоватедьто лежитъ въ плоскости ММ. Разевчемь лиши ОВ, 
Оби ОР прямою ВО точви пересбчени В, бя Р соединичь съ 
какою нибудь точкою А прямой АА’, а такие и съ другою точною А’, 
находящеюся ла танокъ разетояши отт О, на какому точна А —отъ 
0, т. в АО=А О. Въ плоскости ЛВА ($ 321), прямая ОЗВ перпен- 
дикулярна к» АА и проходить чрозъ вя середину О — поэтому АВ 
=АВ ($ 88), по той же причин въ плосвосзн АОА’ АО 
АР. И гакъ въ треугольтикахь АВР н АВО три сторовы одшо- 
го равпы тремъ сторонамъ пругаго, потому что ВФ общая; слёдо- 
вательно сходотвентые углы равпы т. е. уголь АВб-=А’Вб. Въ 
треутольникахь АВ и Аб иежду равныни сторонаки, АВ-А’В, 
ВС общая, лежать раввые углы АВС—=А/В@; сафдовательно и осталь- 
ныя сходетненныя стороны равны, Аб=А'С. Наконец в треуголь- 
нихахь АСО в А’СО веб стороны, поровнь, равны: Аб==А', А0—= 
АЮ а 60 общая; поэтому и сходетвенные углы равны, АОб=А’Об: 
значить СО перпендикулярна къ АА’, и обратно АА порпендаку- 
лярна въ Об Такъ конъ третья плоскость проведена чревъ А’А с0- 
верщенно произвольно, то можно сказать, что вов перпенникуляры къ 
зряной А’А, проведенные зрезъ точку О, ваходятел въ плоскости ММ 
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Плоскость, содержащая вов перивидикуяяры 5 прямой въ какой 
ны воть ви точи®, пазывается ялоскосиью мермендижулирною пъ 
прамой въ этой тотв®. 

$ 331 Сльйслийе. Изъ доказанпаго предаожени сдбдуеть: если 
плоскость содержить 984 поерпондикулири кз примий вв кикои 
нибудь сл зиочкь, то оне содержит в весь портендичуляры нз 
прямой в этой точки, наи иначе: 
праиая, пернендикулярная кз двума прямымь, пуоведеннымь по 
плосности чреза вп основе, перпспдипулирна # ко венной пра 
мой, проведенной иреза ито основание в: пой же плоскости 
Тизь, сли АО  перцевдикулярна къ прянымъ ОВ и къ ОР, лека- 
щезь въ плоскости ММ, то проведя въ плосности, ММ, чрезъ осно- 
ввае О, ваную нибудь прямую О(+, найдемь, что ЛО перпендикулярна 
в 0, 

$ 332. Перпендикулярома кз плоскости назывиенея прямая 
лини, перпендикулярная ко всъиз прячыме  проведенныме 1)езз 


ел основинёе по этой плоскости. 
$ 333. Чтобы убедяться, что прямая лия перпендикуяярна кь 


наоскости, надобно показать, что она периендикулярна зпольно кз 
двуди эралыыеь, проведенныма зи) плоскости чрезь ея основан; 
ибо и въ таномъ случаЪ, па основаши предъидущаго садетв (& 331) 
она будетт нерлендикуляриа и ко вобыъ лишизь, проведениыиъ въ этой 
илоскости чрозъ оспованю, а такал дишя называется перпендикуляр- 
пою къ плоскости ($ 332). 


Предложене 


} 534. Мрежр каждую тону прямой можно провесть пернен 
дикуларную кз ней плоскость, и только одну. 

Чремь дапиую пряхую проведемь дев какя нибудь плосждети, и въ 
каждой изь дАЖЪ возставяиъ порпеидикудярь иръ данной точвя; пабс- 
хость, проходащая чрезт, эти порлендикуляры, будетъ перпендикулярна 
къ примой ($ 333). И такь чрезъ каждую тозну прямой воегда можло 
провесть перпеидикужириую кь ней плосяость. 

Прложимь, что существуеть другая плоскость также пврдендикудяр 
ная къ пряной въ той же хочиЪ: оца должна заключать во перуендя 
хуляры, возбтавленные къ ирнмой чрезь данную точлу ($ 330); исдбдо- 
вательно опа пройдеть чрезть первые два лерпоодихуляра и содифетитея 
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©ъ нервою плоскостью, потоиу что двумя перебфкающимяся пряными 
опредвииется ноложеше плоскости 
Предложен!е. 

$ 335. Иза каждой точки плоскостив можно возотивить из 
ней перпендинулярз, 4 зполько одинз, 

1) Пусть точка С лежить на плоскости М, и требуется из нел 

возотавить перпендинуярь къ этой плоспосты. Чрезъ точиу 7, въ пос 
ности М, проведемъ произвольную прямую ТОК, а къ 
ней въ точкВ С, периендикуялрную ляоскость АВ, 
лереочен1в ея ВС съ данною плосностью пройдетъ 
чрезъ точку С, общую обфимъ плоскостямъ; затфиЪ въ 
плоскости АВ возетивимь перпендирулярь СР къ сё № | 
чейю ВС, — вто п будеть искомый перпеидикужяръ. Твг. 187. 
Въ самонь дёлВ, плоскость АВ проведена перпендикучярно къ пряной 
ШК, сибд. и обратно примая ТК перпеядикулярна въ плоскости АВ ($ 332) 
зпачить ТК перпондакудярны и къ Гб, какъ п ко всякой прямой 
нроведонной по плоскости АВ. И такъ прямея Т(, будучи перпеиди- 
нудяриа въ двумъ прянымъ {Ки ВС прозеделиымъ по плоскости М 
ицвобходино перпендикулярна и къ сашой плоскости М ($ 333). 

2) Допустивь, что изъ точки (, прявадлежащей плоскости ММ 
ножно ВОЗСТаВиТЬ иЪ ей два перпениикуаяра СК н СН. Плоскость 
проведенная чрезъ эти перпепдакуляры, пересфчеть ихоскость ММ по 
авщи СК, воторая пройдеть чрезъ точку С; прямая м 
С перпендикулярна к ОТ и СН, потому что объ ВА | 
эти лин лерпендияулярны къ плоспости ММ, сдёдо- и 
зательно онф перпендикулярны и въ ‘прямой @К, про- № 
зеденной по плоскостн М чрезь основане С ($ 332). . Фиг. 188 
Итанъ, въ плоскости РНОК къ пряной СК, изъ одной точки С 
зозотавлено два перцениикудяра“ несправедаивость эт0г0 вывода показы- 
ваеть, что предиоложене паше о возможности двухъ лерпендикуляровъ 
СЕ я СН, — невозможно. 

$ 836. Прямая, пересвкающая плоскость и непериендикулярнал къ 
ней пазываетсн неклонною 


в— 


Предложение. 
$ 337. Вслы изь какой нибудь точки перпендипуляра кз плод- 
хосты вровесмие наклонныя, то 1) перпендикуляра короче наклон 
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ной; 2) наклонных из плоскости, равно-удаленныл отв основаная 
пертендииуляти, равны между собою; 3} за наклонных же, це- 
равно-удаленгыя та длинние которая отетонтг дальв от 
900 осносция. 

Пусть грлмал АО перпендикулярна къ плоскости ММ а точки 
В, С, С, Оп О лежать въ плослоети ММ 

1) Докажемь что АО<АВ. Прямая АО перпендикулярна къ 
плоскости ММ, слвловетельно она перпендикуляриа и 
къ прямой ВО, проведенцой въ этой плоскости чрез 
основаше О ($ 332): и такь, въ плоскости АЗО, изъ 
точки О проведены перпендикулярь АО къ ВО и вз- 

фяк, 188 Конная къ лей АБ; сафдовательно ЛО<САВ ($ 53). 

`2} Пусть ОВ==00; докажень что АВ==АС. Въ прямоугольных 
треугольникахъь АВО и АСО, В0—=6С0, АО общая и углы между 
этиви сторопани прямые; сяфдовательно и обтальныя сходотвенныя ча 
сти равны, т.в. АВ=АС 

3) Еми ОП}>ОВ, то АБ>АВ Отжюжинь 00'--ОВ и прове 
двмъ АС’ тогда въ илоскости АОГ наклонная АГ) больше АС'($ 53); 
о АС’--АВ, ибо эти цеклонныя къ плоскости равно удалены отъ 
основашя О,-—поэтону АБ больше АВ. 


18. Лищя, пароллельпан ипвриендикулиру ив пхосвоети, сяма въ ней пер- 
пендикухярна, я па обороть: периендикуляры въ ллоскости вов кежду 
собою пароллельны.—-Ляшя, нораллольных одной и той же прямой, парах. 
дельны между собою.—Изт точки вн илоскости можно опустить на, но 
сафдиюю только одинъ нерпендикуларъ 


Предяожен:е 


$ 338. Лишя, параллельная периендикуляру из плоскости, 
сама кз ней пеутендикулярна. 

Положииь, что ОП параллельна АВ, а АВ порпендинулярна къ 
плоскости М; докажемъ, что СТ) танже перпендикулярна къ М. 

Плоскость, проведенная чрезъ дв параллельныя АЗ я СР пере- 
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эфчеть плоскость М по лини ВО, потошу что В н О прзнанлежать 
объинъ паосностнмь. Прямая АВ перпендикулярна 
въ плоскоети М, савдовательно она лерлендикулярна 
къ прамой ВО, проведенной въ этой плосхости чрез 
ея осиоваше ($ 332); поэтому въ пабскостя АВОС 
прнмая СО параллельная АВ, будет перценди Фиг. №0. 
кулириа къ ВО ($ 05). Чрез» точну Г проведемь прямую ЕС: перцен 
Дихулирно сёчешю 31); докажешь, что она явриендикулирна из СР 
Отаожимъ оть точки 0, въ 065 стороны произвольных, ио равных ча- 
ми РЕ-рОб, и проведемь пряныя ВР в В@; эти пряныя раввы 
между собою накъ наклоипыя равыо удаленцыя, въ плоскости М сть 
основашя Г перлепдикуляра ВО. Точки Е и С соединныь съ какою 
нибудь точкою А перпендикулира АЗ къ плоскости М получимь АГ=АС, 
жакъ навлопных равно удаленцыя отф осцовамя В перцендикувра АВ 
къ нлосности М Поэтому въ треугольшикахь АОЁ и АБС вов стороны 
лопарно равны, елёк. и сходетвениые углы равны, танъ уголь АОЕ= 
АОб, звачить Еб@ перпендикулярна кь ДА, И такъ ЕС шерпен- 
динулярна къ двушь прямымь ВО и ОА проведенным по плоснооти 
АВОС, сид. она перлепдивулярна я къ ОС проведенной въ этой ило 
скоети чрезъ основан ПО. 

Е такь СО порполдикулариа въ ГО и къ ОВ, т. е. кь двувъ ли- 
шямъ, проведенным въ плоскости М СлВА она перлепдикулярна ЕЪ 
самой плоскости М ($ 333) 


Предлож вн18 


$ 339 Перлендикуляры ко плоскости параллельни между 
собою. 

Пусть пряныя АВ, СР и ЕС перпевдикулярны къ пзоекости М 
Чрезь точку Г вообразимь лицо паралаельную къ пря 
мой ЛВ; опа будеть перлендянулярна къ ялоското М 
($ 338), слбовательно совпедегь св СО, потому что 
изъ точки на плоскости можно позетавить одиць толь- 
во пернендикуляръ; нозтону СО параллельна АВ Точ . 
но танже докажется, что 1% параллельна АВ х СО такъ что вов пер 
пендикулары къ пхоскостя М попарно парзадельны 
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Предложение 


& 340. Линии, нереллельныя однон и зпон же праной, пароля 
двльны между собою 

Путь СП и ЕС, порознь, параадельны прямой АВ поваженф что 
СТ? паранельна Тб (фиг. 191). 

Нропедеют плоскость М перпендияулярно кф прямой АБ; какъ пря- 
ныя 01) к Е парзалельны АВ, то оф перпевдикузярны къ плосно. 
сти М (338) а слбдователью параллельны между собою (389} 


Предложенте, 


341. Изо точен, внь плоскости, момено опуминтиь на послид 
юм пертендикулярь и зпольго одинь. 

4) Пусть точка А дана ви® плоскости М 

Изъ лакой иибудь точки Г) паескости М возставемь иъ ней пер- 
пендивулярь ПС а чрезъ точку Л проведем, ВА паралиельно анк 
СП: эта прямая АП и будетЪ искомый периендиву- 
дяръ потому что прямая, параллельная перпендикучя 
ру къ лловвости сама перпендикулярна къ этой по 
саёдией. 

2) Оетавтся доказать, что изъ точки А, ви пабско 
сти М, ножно опустить одинъ только перцендикулярь 
Поножимь, что АЛ” тапже иериендикулярна къ плоеностп М. Плоскость, 
проведекная чрезь эти ква пересбкающеся пернендикуляра, встрётать 
плоскость М по лиши ВЕ, потому что точки Ви Г лежать на 0б%- 
лхъ плоскостяхь; в таким образонь получимъ въ плоскости АВЕ два 
периевдикуяяра АВ и АЕ кь прамой ВР изъ точки А ($ 332), —а 
это иевозможно. 

$ 342. Ольдетее. Ивъ точки можно опустить па плоскость одинъ 
только перпедднкуляръ; вс друмя праныя, соеданяющи эту точку въ 
равлачнымя точнани плоскости, будуть наклонцын и болёе перпевдику- 
хр ($ 337); поэтому разстояне между точкою и плоскостью из- 
мтрявтся перпендикуляромь, опущениымь изз этой точки на 
ялоокость 


фиг. 198 


Обь угдф, соотаваяемомь прамою сь цлоскоетыо 


Ноложиыъ, что прямая АВ ветрёчавть плослостт Р вь точк А. 
этв прямая АВ обравуегь съ прямыьи, проходящими на пзоскоти Р 


— 1 — 


чревъ точку А различные угты; изъ вебуъ этихф угловъ изиыеньний 
утедь воть тотъ острый уголь, который обра- и 
зуетъ данная прямея А В съ прямою, про- 
ходящею чрезъ точку А и чрезт овноваше 
нерпендикуляра ВЪ, опущелнаго на плоскость 
Р изх точки В дапной прямой (прямая АЪ 
навывавтея проэнщею прямой АВ да плое 
кость Р). Въ вамомъ дЪаЪ, привлвъ точку Фит. 19$ (8). 

А за цоитрь и ониеавь ца плоскости Р окружность рауеент 
АБ а потом, проведя па плоскости Г проязвольную прямую АС 
(С-—точка вотрёчи этой прямой и окружностн), видимф, что въ тре- 
угольникахь АВЬ н АВС сторона АВ общая, Аф = АО, третья же 
сторона В! < ВС, поэтому и угоаъ ВАЬ «ВАС Этоть наименьший 
и острый угояь, который образуеть прямая съ свосю проокщею пл 
плоскости, называетел углом ирялой с плосноесаиио. 


14. Лии, проведенном параллельно прямой, находящейся въ илоекости, ии- 
ТВ ле потрфчаету этой илоскоети. — Плоспости, периевдикулямюиьх к 
одкой ирнмой, нигдВ не вотрёчаются. — Дн плоскости, между собою 
параллельный, пересфхомютсл хретьею плоскостью по лиМлыъ наролиель 
пымъ. — Ирниая, перненхикуларная въ одной нэъ нералаельнихь илос- 
костей, перпендикулярна ко вефмБ. 


Предложение 


$ 343. Линл, проведенная параллельно прямой эееващеной 
вв плоспостиь, знидь не сспульчаеть этой плосгос т, 

Пусть пряная СГ) лвшнтъ въ плоскости М, и АВ параллельна ей 
Чрев дв иараалельныя АВ и СП 'проводвыь плосвость; - 
она первефчеть плоскость М по лиши СФ; и тавъ пря- 
жая АВ, паходясь въ плоскости АВОС и будучи па 
рацдельна СЮ не можеть переебчь плоекоетя М ль, 198 

$ 344: Мы уже замётиля ($ 328,3), что правая называется па 
ралаельною къ изоскости, если она на вевыъ протяжени не вотрёчается 
съ пею. Поэтому лия, зроведенная параллельно прямой зато 
дащейся в5 плоскости паралелина этой посльднеи 
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Преджожение 


$ 348. Плоскости, пертендикулярныя кз одной прямой, ни 
9, 9:6 г рочинтСА 

Положимт, что плоскости Ми М пориендику 
дярны къ пряной АВ, а точки Аи В находятся 
на этихъ плоскостяхь — А на М аВив М. 
Если допустить, что ллосноми Ми М ветрьтят- 
вл, п какую вибудь точку С ихъ сбчешл РО с00 

Фиг. 194. дипеть съ точлани А и В, 10 пабдемъ, что АВ 

перпендикулярна въ АС, потому что АС проходить пе плоености М 
чрезъ осцоваше А перпеидикуляра въ илоскости ($ 332); по той же при- 
инё АВ перпвнхинулярна къ ВС: слвдовательно въ пзоскоти АВС 
было бы опущено два перпвндинуляра яз точки С па пряную АС. Итань 
иельзя допустить зто плосности Мои М всгрётател 

$ 346. Деё плоскость назывшотсй пареллелоными если онь 
не острьчеются, сколько бы из ни продолокали 

И такъ деф плоскости, пвупендикулярныя кз одной прямди, 
эр аллельны между собою 


Предложение 


$ 347. Деъ плоскости, между собою параллельных, переська- 
ются эпретьею пмоскостью #о лизйямз пауаалельнымь. 
Пусть сбчешя параллельных паоскостей М и\ 
ВЕ, третьею плоскостью будуть АС и ВО. Эти сёчешя, иа- 
ходяеь вт паралленьныхь плоскоетяхъ, из могутЪ вотрь- 
я таться; иритомъ онб и въ одной пзосвости АВОС — 
Чиг 196 сабдовательно ЛС и ВО паралдезьны одна другой 


Предложен1е 


$ 348. Прямал, перпендивулирная кз одной изё параллел- 
ныха плоскостей, лертендикулярна #0 всъмз остальныма 

Пусть паоскости М, Ми коварно параллельны, и АС перпен 
дикузарна къ плоскоти М, докажемь что АС перпендикулярие в1 
москостянь М яР. 
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Чрез% прямую ЛС проведенъ какую пибудь плов 
кость, — оша перосфчеть плоскости М, №и Р по ли. 
иуявъ иаралдельныяь АА ВВ’ и СС’: такъ какт АС 
перпенцикулярие хъ АА! ($ 332) то опа перепенди 
пуларна и жъ линихъ ВВ’ я СС’ ($66). 

Проведя какую нибудь другую плоскость чрезъ пряную АС пайденъ, 
что АС перпендикулярна иъ двумъ прямымь, проведенныхь по каждой 
изъ плоскостей Ми Р, слёдовательно она перпендикулярна и кь санныъ 
влоскостямь ($333). 

$ 349. Слюдетае. Доь влоскомнии параллельный третьей, па 
раллельны мезюду собою (фиг. 196) 

Девотвительно, если илоскоста Ри М паразлель ы нъ плоекостя М 
то перпеидикулярь АС къ плоскости М будеть перпендикушярюнь къ 
плосностямь М а Р сибщовательно эти плоскости параллельны между 
собою (У 346) 


15 Части паралаельныхь хпый, отофиаемыя двуыя паралельными плоско 
стлыи равны между собою. — Когда стороны двухъ улов, лежощихь 
въ равныхь плоскостяхь, соотвфтотвенно пораллельны, то углы равны 
эещду собою, или, взатие высот, составаяютЪ два прямые угла, ®& 


плоскости ихъ взаимно паразнельны. — Части двухь прямых», ото}. 
ваемыя тремя параллельными плоскостями, пропорщональны меледу 
собою 

Предложение 


$ 350 Части параллольныеь лийй  отопнаемыя двумя па 
1аллельныму плоскостпми, равны меокду собот. 

Пусть плоскости М и М, атакже праныя АВ и те. 
пзраллельны нежду собою; точни А, 0, Ви О овнача 
ютъ пересфченя прямых съ плоскостями : 

Чрезь деВ параллельныя лиши АВ и СО проведемь — Фаг. 195. 
плоскость; она разофчеть параалельная плоскости. Мои № по лишлыт 
параллольныюь АС и ВО ятакъ въ плоскости АСОВ части паралиель- 
вых. АВ и СР, отефкаемыя параллельными АС в ОВ, равны между 


собею 


1 


13 
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$ 351. Слъдетвю. Разстоящя между параллельными плосг о 
стями повсюду одинаковы. 

Зь самошъ дфя%, перпендилулнры, зозставяенные язъ двухЪ ваких 
вибудь точекъ, взятых, на одной ма параллельных плоскостей, до пе- 
ресёчешя съ другою олоекостью, равны между с0б0ю; потоку что опя 
паралленьны и отевчены паралледьныхи илоскоствин. 


Предложение. 


$ 352. Козда стороны двутё узловз, лобимииив 65 различных 
плоскостака, соотвьтетвенио параллельны, то узлы равны меж 
ду собой, или, озятые омтепиь, составляюте два прямые ума в 
злосности ижз взаимно параллельны. 

Пусть АВ и ВС сотвфтетвенио параллельны бокамъ АВ и ВС 

1) Декажень, что уюжь АВС = А'В'С'. Отложянь ВА = ВА’ и 
В0=В0', ппроведвмъ прямыя АА’, ВВ’, СС, АС и’ А!С, Прялыя АА 
и ВВ’, соединяющи концы равныхъ и параллельных лишай, равны мех 


дует, что ЛА и СС’ равны между собою 
и параллельны ($ 340), пелфдетые чего п 
АС = А'С': свдовательно, вф треугольни 
вахъ АВС и А! В’С', три стороны одного 
равны тремъ сторонамъ другаго, — зпачия 
и сходствепвые углы раввы АВС=А'С’. 
Уголь А'В'С-НА В 6—0 (О означаеть прямой угол®) слёдова 
телыю п АВО-РАВ =. 

2} Плоскоети угловь АВС в АВС парашлельны между собою, 

Изъ вершины В вовставинъ перпендикулярь къ плоскоста АБС, це 
первефченйя оъ плоскостью М угла А’В:О! въ 103 О чрезъ эту точну 
въ плосности М, проведель ОЕ и ОЕ соотввтетвенио параляельныя В'О’ 
я В'А'; от же будуть параллельны боланъ ЗО и ВА ($ 340). Пер- 
пепдинуляръ В) къ плоскостя АВС — перпендикухярень къ прамыиь 
ВС и ВА, проведеними по этой плоскости чрезф основаше В; стало 
быть ВО перпецдикуларна къ ОВ п ОГ, ибо онф соотвётетвенно па 
ралиельны зишлыъ ВС и ВА И такъ, ОВ лерпеидикудляриа къ плоскости 
М; значить двё плоскостл Ми АВС перпендикушярлы хъ прямой ВО 
слёдовательно ош параллельны между собою 
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Олреълеше. Узломз двух пряника, которихв изавстно 1о- 
„ложжене вв пространетоь, называется узоль, образуемый прами- 
ми, параллельными 55 двум данныиб ра проведенными чрезё ка- 
кую нибудь точну пространства и импющими одиноновое на- 
зравлене с5 данными. 

Еели даны дв® прямыл и извФотно ихъ направлеше, то уголь 
образуемый этими прямыми, будеть одниъ п тоть же изъ какой бы 
точки ви поетроить этотъ уголь ($ 352}. 


Предло жене 


$ 353. Части двутз прямые, отезнаемыл тремя параллель 
ими плоскостями, пропоршональны между собою 

Положить, что улоености М, М и Р параллельны между в0б0ю п 
48 прямыя АС и А'С’ пересбкають ихъ въ 
точкахь Л, В С А, В'иС.. Дожажемь, что, 
напрныёръ, АВ: АВ=ВС: ВС’ 

Чрезъ точку А’ проведемъ прямую А’ па 

фаллельно лиши АС, 0 и Е означають точки 
переофзени ва съ паоскостлый М№и Р; 1408 
кость, проведевкая зрезъ дв пересфкающиея |] 
дивш А’С’и А/К, переебчеть плоскости № и ит. 158. 
Р по параллельным» лящямь ВО и С’Е. И такъ въ треугольник АСТ 
хорд ВТ парашлельна боку СК’, савдоват. А’: А’В' =: В'С'. 
Но часть параллельныхь АВ и АХ, а также ВС и РЁ, отобчениыя 
параллельными плоскостями, равны между 00600; поэтому получинь 
вотавлял въ предъидущую пропорцпо, пмфсто А’Т и ОЕ имъ раввыя, 
АВ: АВ =ВС ; ВС". 
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16. Дпугрантие углы, ребро, грапь или егоропа, — Изыфреве хвугранныхь 
ттловъ.—Илоскоети дзаамно периеидикуляриня. —Свойсква двуграниыхе 
утловъ, происходящихь оть пересёчеши хпухъ паразлельвыхь изоскостей 
какою пи ееть илоскостью. - Ди вхоскости, изъ которых» одпа, прохо- 
дИТЪ чрбз% перпендикулярь въ другой, взаинно-периендикутириы.—Пер- 
пендикуляръ кр общему пересфченю двух пзаймао перпендекулярвыхт 
плоскостей, пропеденный въ одной изъ нихъ, перцевдикузяревт цъ дру- 
той, — Плоскость, перпендивулярная къ доумъ паресфкающимся илоско 
втямъ, перпопдикулярза хъ ихф поресфченю, н паоборотъ, 


$ 354, Двушанниме узломь навывается пространство между дву- 
мя пересвкающимиея плоскостями, ограниченными лишею пхъ пере 
ченя. 

Чашя эта назызаетея ребром а двВ его плоско 
сти_аранями пли сторонами. 

Двуграниый уголь озпачается четырьмя буквами 
18% сродыя означають ребро ВС, а крайшя — кая 
нибудь двф точки Л и Ш на его трапяхь. Еели же при 
уебрё одидь только уголь, то его можно озпачить толь- 
во двумя букваши, поставлеипыми па ребрф. Поэтому 
двуграввый уголь между плосностими АС п С читается АВСР 
иши РВСА паи просто утозъ ВС, 

Отъ первофчвня плоскости другою пхосностью, ограниченною яхт 
пересфченент, т. е. пепродолжениою по другую сторону первой пдос 
кости, образуются два смежные двуфанные ула 

Делранные узлы называются протиноуполоеными воли обЪ тра 
ни одного составаяютъ продолльше граней другаго угла. 

Очевидно, что два двуграпные угла равлы между собою, воли ихт 
ребра и грани совыфщаютен. 

Евши смежные двугранные углы равны метду с060ю то каждый па 
зывается ярямимо двуанныме лом 


Фит 199 


Предложение 


$ 355 ем чрезь ная нибудь тоаии, ваттыя на ребри 
двутранниео узла, провесть плоспости перпендикулярных из ребру, 
то переспченя икс св зранями узла образуютз равмыв между 
собою узлы. 

Возьивиь двф точви Ги (' ца ребрё АВ цвуграннаго угла САВО 
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и проведень пяоскостя НЕЕ и КСТ, перцепдияуляр- 
по къ АВ. онф паранлельны между собою; поэтому 
и переобчешя ихъ РИ и СК съ грапью СВ также 
параллельны между собою. По той же причев® пересу 
ченйя ЕТ и СТ, также параллельны. И тапъ бока уг- 
ловъ НЕГ КОТ, паралаельты, слёдовательно углы 
равны, т. в. НЕГ-ЕУТ, ($ 352). иг, 200 

$ 356. Узоль (НЕ), ноторею бока перпендикулярны из ребру 
1 дежие в5 раняхь двутаниио узла, називается узломв нашло- 
меная 9100 послюдняю. Й такъ, для построеня угла наклонены, на- 
добио чрез какую нибудь точку ребра двугранпаго угла провесть къ 
цему ква перпендакулира, одвиъ въ одной грани, а другой — въ ру 
гой грани: уголь между этими пероценцикуляраии я будеть уголь на 
ЖлоНенГя 


Предложение 


$357. Де дезлранные ума равны зежду собою если тв 
узлы наклонена равны. 

Пусть въ двуграппыхт, углахь СВАО и НОЕТ углы лаклонешя СВР 
и ШИ равны между собою. Такъ какъ ВП есть уголъ наклоненя то 
ВР в ВС перпендикулярны къ ребру АВи 
лежать въ его гранях; сабдовательно реб- 
10 АВ перпендикулярно къ плоскости СВО. 
По той же причинё робро Е@ перпендику— 
ларно къ. олоености НСИ. На этомь основа- 
щи, воли совыботить уголь НОГ съ углом 


Фит, 201, 
СВО, то ребро @ЁЕ пойдеть но ВА; ипаче было бы возставлено тва 


пераендикуляра къ плосвотя СВО, слёдовательно трань ЕВГ со 
зифетится съ транью АБО потому что 06% прожодатъ чрез двЪ ие- 
реебнаощился прязыя ВА п ВЛ; по той же прячии® грань НОР сов- 
постится съ АВС. И такъ двугранные углы Р@ и АВ равны между 
бобою. 


Предложение 
8 355, Обратно, в равныхь двлранныте зллахв, умы ноилоне 


ив равны 
Ц дьйствительно, если совыфотлиь разные двугранные угды, и поч 
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строимъ въ разныхт гочнахт ребра Улы наклонешя 10 иа основания 
$ 352, найдемъ, что эти углы равны между собом 


Предложение. 


$ 359. Вз даугранноме прямома уз, уюлз никлонешя прямой 
Пусть Уго ТСВГ прямой; значить онъ равенъ омежному ок пп 
угау РОВМ., Чрезь какую нибудь точку С ребра ВС 
прозедемь 1К въ плоскости М, и ФГ въ плоекости 
Р—06% пернендикуларно къ ребру ВС, — получлит 
утлы ваклоненй ГОК и ГОГ; они равны между со- 
бою потону что соотвётетвенные ишъ двуграиные 
зтлы равны ($ 358); поэтому ГОК, прямой. 


Предложение 


$ 360. Обрено: велу узолз наклоненья доутраннало узла пря 
мой, то и дуфанный уюлз прямой. 

Пусть угол навлонешя РОК прямов, продолживъ грань СМ п бокъ 
Х, получиыь квуграцный уголь РОВГ к его угожъ наклоцешя РСЯ; ло 
уголь И6Т-=РОК, ибо ЕОК--прямой; слёдовательно двугранный уголь 
РОВМ==РСВ ($ 357) вначнтъ, каждый изъ пихъ прямой 


Предложение. 


$ 364. Прямые двуфранные узлы фавны между собою, потому 
что ихь утшы навлонешй прямые ($ 359), слфдовательно равные меж 
КУ с0бою; а равенство угшовъ павлоненшй вдечеть равенетво двугран 
ЕыЫхЪ угловъ 


Предложение 


$ 364 Далранные узлы пропорщональны соошив лам на 


Возьменъ какой нибудь увуграцный уголь МАВМ и 
ностроимъ его уголъ паклонешя 000. Въ плоскости это- 
10 утда проведеяь правую РО: подучим® уголь РОС 
большй угла ОС. Цроведи плоскость чрезъ 0 и АВ 
получниф дпугранный уголь РАВМ, очевидио, ббльций угла 
МАВМ, а уголь ланлонены ого будеть РОС, потому что 
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АВ, будут пермендикулярна къ двухъ ливлиь ОБ я ОС, перненди 
пулнрна и къ ОГ, проведенноё въ плоености РОС. Итаяъ, съ уве- 
шачешемъ угла наклоне я, уволизиваотся двуграниый уголь” въ этомъ 
состоитъ первов услове пропорщональцости (8 201). 

Въ пиоскоети угла накхоненя ШОС отложныь углы СОР нЕ Н 
равными ВОС, а чрезф АВи ОН, АВи ОР пропе- 
демъ плоспости: полузимъ три равные двугранные угла 
МАЗХ, МАВР, РАПО. потону что ихъ углы пакло- 
нешл равпы. Поэтому съ увезичешеиь угла палаонешя 
200, папримфрь, втрое, и соозвтствующ ему дву- 
транный уголь МАЗВМ увозичиваетея также” втрое: это : 
второе услоше пропоркюнальности ($ 201).--— И такъ Фит. 208 
двугранцые углы пропоритопальны ихъ угламъ ваклоненя 

$ 368 Ольдотае. Если прямой двугранный уголь СО припять 
за едиицу ция изнбрешя двуграннато угла РО то двуграиный уголь 
будеть изыфрятьсл его угломь какаонены о 
АОВ ДЬйствительно, 

иво _л0з 

2060 Р2о 
а изъ этого равенства слФдубть, что чи з 
сло единяць заключающехоя въ угл АОВ, фиг. 204, 
вотда прямой уголь РРО@ принять за едипяцу, равио числу едвниць 
заключающихея въ угаё МЕОВ, кота РОСФ принатъ за единицу: слЪ- 
довательно, мера двураннаю зала таже чо и 10 ла накло- 
нешя 


Предложеше 


$ 364. Оумми смеженыхе двуранныхе умов равна двумз пря 
мым доурониимь упламе. (фиг 487). 

Чрезь какую пибудь точку @ ребра ВС двухъ смежинхь двугран 
цыхь угловь АСВГ и АСВМ прозедемъ плоскости 1@КЕ, лериендаку- 
лярную къ ребру ВС; таклиъ образомъ получинь угчы навлоненй РОК 
и Е61 данныхь двуграпныхь углоль: вуниа этьхь угловъ навлонсий 
равна двушъ прямымь угламь; но какъ двугранный уголь изифрлетен 
его углов наклопевя, а двумъ прямымь липейцымь углам соотв8т- 
ствують два прямые двуграныые угла, то сума квуграпныхь АСВЕ и 
АСВМ равна двумъ прямым» двуграннымь угоамъ ($ 363), 
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$ 365. Гочно гакже покажется, зто 

1) сумма овъив двузранныхь узлов по одну сторону влоско-- 
сти, при общемь ребрь равна двула прямым даупраннымь 
лама. 

2} сумма всъхё двутранныхе узлов, имьющихь общее ребру, 
равна четырем: прямымз двузраннымь узламз. 


Предложение 


366. Ир перестчение двухв париллельныть плоскостей нахо 
нибудь спмущею плоскостью: 

1} внупренще перекрестные доуфанные уллы равны, 

2) сниыине перепрестные двуранные узлы равны, 

3) соотеязмнотвенные двугранные улы равны, 

4) п 5) сумма онипреннияз узлов, в также сумма впии- 
нихз двуфанныха узлов», 10 одну сторону съиущей п юекости 
равна двум прямым двуинныме уламз. 

Пусть плоскости М и М парашлельны между собою, и разофчены 
вяоскоотью Е; сфчешя АВ и СО паракледьны между собою ($ 347). 

г Чвезъ какую пибудь точку В ребра АВ проведвмъ 
плоскость РВС, перпендикулярную къ нему: опа ше 
будеть порпепдикулярма и къ СО, какъ пораляельной 
съ АВ ($ 335); притонъ эта пяовность переобчеть 
плоскоств Ми М це паразлельвыхь аишямь ВС и ОИ 
Эти параллельлыя съ сфкующею ЕК образують восемь 

Фиг. 20%, угловъ паклонешй которые соотвётетвуютъ восьми дву- 
грашнымь угламь при ребрахь АВ к СО. Тахь какь плосме углы: 
впутрение перепрестпые, ви ине перекрестные н соотвфтетвенные равны 
между собию, то двугранные углы тёхъ же налиеновашй также рав 
ны. Такъ капъ плоске углы вЕфинИе ии внутренне, по одиу сторону 
сбкущей лиши, составяяютъ два праныв угла, то двугранные углы 
т6хъ ще папменовашй даютф въ суми® два прямыхь двуграниахь угаа 


Призющийс. Патъ предложетй, обратныхь здфсь доказаннымь, будуть 
‘тогда только сиранедялон, когда ребра двутранаыхь угловъ будуть параллельны 
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Перпендикуляраяняя плоскости 


8367 Перпендииулирною плоскостимю пъ пругой плоскости на 
зывавтся такая плоскость, которая съ другою образуетъ, равные смеж- 
ные углы: углы эти, ванъ изВЕСтво прямые двугранные, а углы яхт 
паклонени -— плосше прямые, 

Если плоскость, перпендикулярную къ другой олоекостя, продолиить, 
то образуются четыре равпые двугранные угла, потому что ихъ углы 
ваклоневнй будуть прямые в, саздозательно, равпы между собою. По 
втому паждая изъ этихъ плоскостей будетъ перпендикулирта къ другой 
таюя плоскости называются азаилено: перпендикулярными. 


Предложене. 


$ 368. До плоскости, изз воторыха одна протодитв чрез5 
перпендикулярз из друюй, взаимно перпендинулярны. 

Положияъ, что прямая ОФ перцендияуляриа къ плоскости М, до 
патент, что ялоскость № перпендикулярна въ М или зто тоже, что 
толь наклолыия двугранлаго угла — прямой. Про- 
ведя въ плоскости М перпендикуалрь СХ къ ре- 
бру АВ, получимь уголь наклонены ОСГ, пото- 
#; СО, какъ периепдикулярь въ плоскости М, 
периендинулярна п ко вофыъ лишниь, АВ, СГ, 


ироведенныхь по плоскости чрезъ ел основат!е; Таг 206. 
значить угохъ наклоцешя ОСЕ и соотвётетвующ ему двугранный 
угодъ — прямые сдфловательно плоскости № и М взаикно перпенди- 
кулярны 


Предложение 


=369. Иерпендикуляре кь общему перестиенио деуиз озанмно- 
перпендипулярныеь плоскостей, проведенный вв одной изё нить, 
перпендинулярень кз друшй (фиг. 306). 

Пусть плоскостя М к М взапицо-перпендикухярны, я прамая СО 
находящалел въ плоскости №, перпендикулярна къ поресфченю АВ; до 
наженъ, что СТ) перпендикулярна и къ плоскости М. 

Проведя въ плоспости М нерпендивулярь ОЕ хъ общему сбченю АВ, 
получинь уголь навлонешя ОСЕР двуграннаго угла ХАВМ- а какъ ототь 
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поелёдшЙ, по условно, прямой уоль, то и узожъ наклонойя РОГ 
($ 359) также прянон. И таку прямая СФ пернендикуляриа к® двум 
прамымь АВ и СЁ, проведенным по пноскости М чрез ея осповаше; 
сяфдователью она периендиулирна и жъ самой длосяости М 

$ 370. Сльдетие. Обратно: пертендикуяярь кз одном из 
9вутз взанмно-периендикулярныхь плосгостей, проведенный чрезь 
казую нибудь точну общаю ить переетмен я, лобита вё друюй 
элоекости (фпг. 206). 

Допустим, что периендивуляръ, возетавленный въ плоскости М из% 
точки С, ве лежить въ нлосиости М, которая перпендикулярна къ М; 
тогда, проведя въ изоскоети М перпепдявуаяръ СР къ пересфченно АВ; 
пайдемъ, что овъ будеть периендикуларонь къ плоскости М ($ 369), 
сабдовательно, изъ одной точки С будут® два лерпендикуляра яЪ плс 
костя М — выводъ пелфиьй, 


Предложение. 


$ 371. Плоскость, перпендикулярная ка двуме пересинонуьмся 
влоскостяма, перпендикулярна кз низ съченио. 

Пусть плоскость М перпендикулярна къ плоскостямь АВС и АВО, 
докажемь, что плоскость М перпендикулярна къ ихь 
первобченю АВ 

Изъ точки В, общей тремъ влоскостямт, возета 
вимъ перпендикулярь къ плоскости М, — онъ дол- 
они женъ лежать, въ одно врешл, на двухъ нхобкостлхь 
Фит 207 {$ 370) АВС и АВО сибковательпо дозжень со 
виасть съ ихъ первофчешень АВ 

$ 372. Обратно: плоскость, перпендинулярная кз переспаени 
9ву%5 плоскостей, перпендикулярна кз наокдой изз миа. 

Пусть плоскость М перпендикунярна къ пересфчешю АВ плоскостей 
АВС я АВР. Каждая изъ отияъ плоскостей проходить чрезь перлен 
дакудярь АВ къ плоскости М, сабдовательно и 06% он перпендикуляр 
ны въ плоскости М ($ 368) 


Предложение 


$ 313 Плосвоеть, пареллельноя перпендикуляьу, возстаолен- 
ному кз какой нибудь плоскости перпендикулярна кб этой =о- 
следней 
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Пусть плоскость М параллельна примой АВ, которая порпепляку- 
зарина въ плоскоети М, надобно доказать, что глоскость № перпецдику- 
лярва къ М Чрезъ прямую АВ и какую нибудь точеу С сбченя РС 
лиосностен М и М проведенъ плоскость ©8- — 
чешя ея СР въ плоспостью М будеть парзл 
лелью АВ, потому что АВ, будучи парах 
авльна №, пикогда нс ветрётить прямой СР, 
протомь 06% онё въ одной плоскостя  Веолёд 
стве параллельности прамыхь АВ п СО, эта 
повадняя фудетъ перпендикуларна къ” плоско- 
ст М ($ 338), слёщовательно плоскость М 
перивндивулярна къ М ($ 368) 


ОТДЬЯЪ ОСЬМОЙ 


© многогрммтыхь уплахъ п © миогограниаках! 


17. Многогранные углы. -- Волей илосвЙ уголь мпогограниато угла, менфе 
суммы вовхъ остальвыхь.--Вь иноготрапиовъ угя5 съ углами нсходащимн, 
сумма зобжъ плоскихь угловь мевфе четырехь ирямихь.--Разенстно тре- 
транныхь угловъ. 


8 374 Мноюуранныме зрломз навывается пространство нежду 
НАсколькими пяоскостяни проходящими чрезь одну точву, въ которой 
018 и оканчиваются. Точка эта называется осерниною многогранпаго 
угла, алин!и взаикнаго перосбчешя еосбдетвениыхь плоскостей — ребралеи 
плосности же--зфаняма. Многогранный уголь именуется чиеломъ своихт 
траней, тавъ. иреранный уголь—о трехъ граняхъ ютыреранный — 
© четырехъ траняхь ит. д 

Части многограннаго угла суть. 1) ребра, 2) грани 3) пдоеме углы 
ВЪ ЭТИХЪ граняхъ, у зихъ общая вершина — въ вершияв многограннаго 
угла, я 4) двуграниые углы которыхъ ребра соетавллють ребра мио 
готранизго угла, 

Многогранные углы равны между собою, если ихъ вершины и ребра 
соотвётетвенно совы щаютея 
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Предложенте 


$ 375. Вслкёй плоснй убль мноюраннию ума ненте суммы 
встр остальных плоскитв узлов. 

1) Разонотримть сперва трегранный уголь ЗАЗС. 

Предложен стаповится очевлдиыхь, когда идет дёло объ угл 
женьшень одного изъ оотальшыхт, двухъ угловъ плы равномъ ему; по 
тому что, всаи уголь а меньше или равенъ углу 2, те подавио оцъ бу 
деть меныше угла 6, сложеннаго съ третьимъ углонъ 

Положимъ, что уговь АЗВ больше каждаго язъ остальныхь углов 

т А8С п 650, и докатень, зто АЗВ-ЗАЗС-ЕВЯС. 

Въ плоскости АЗВ построимт уголъ В5Р=В$С; 
примая БО пройдеть въ угав АЯВ, потому что этотъ 
уголь больше угла В$50С. Проведемь сёкущую АБВ, 
которая вотрётила бы в три пряныя ЗА, 50 и $В; 

Фиг. 26). — отложиху ЗС=80, и проведехь прамыя АС и ВС. 

Въ треугольнияахь ВО и ВОЗ дв стороны равны, 50=50 
ЪВ--общал, к углы между ними равпыу, В50=В50° слёдонательно 
п остальных оходосвенных части равим, ВС-ВЬ. Прялая АВ или 
АТ-ЕГО меньше ломаной АС--ВО; а отняв поровну, ВО я ЗС 
получимь АП < АС. Въ троугольнлкахь АБ п АСЗ сторона АО<АС, 
Си ЗА—ббщая сабдовательно уголь АЗО-САВО; придав къ 
объииь частям этого неравенства поровиу—жъ порной чаети Б$О. 
а ко второй 33С ишолучияь АЗО- ВЗП< АЗС + ВС ила 
А$В<А8С--В8С 

2) Паземотринъ теперь мнототранный уголь ЗАВСОП вь воторожъ 
больше трехь граней. 

Чрезъ ребра ЗЕ и ЗВ $Г я 8С проведенъ пло 
скостя. Изъ трегранныхь угловъ ЗАВЕ, ЗВ Ви ЗСРЕ 
посленовательно лолучяяъ 
р ушлъ АЗВЗАЗЕ-ВЗЕ, 

й =. › ЗЕ В80--ЕЗС, 

Фиг. 210 › Е50<С55-НЕЗО 
оложизЪ оти паравенотва и отнявь обще члены оть обфихь частей 
найдемъ ЗАВ«АВЕ-ЕВЗС--О8Р-НЕЗО 
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Предложение. 

$ 376, Во мномраниомь уыи, сё мам в ислодящими, суями 
веъжь плоскииь узлов меныив четыретв пуямыть. 

Проведемь плоскость АВС, которая первефкла бы грапи кото 
транпаго угла $ по лийямь АЗ, ВС, СО, АБ. Изъ какой нибуяг 
точни О взятой внутри ипогоугольнлка АЗСР, проведем прязыя ЛО 
ВО, во всё вершины. Пря точкё О получит 
столько треугольнивовь, сиолько изъ при вершин 5; 
поэтому сумма угловъ треугольниковь, пмбющахъ вер- 
шины при О равца сумч® углозъь треугольниговь, ко 
торыхъ вершины пуи $ Но въ треграннонъ углё А 
изфемь: РАО -- ОАВ ши БАВ < РАЗ -- ВАЗ 
($ 375}; такие при пвершпив Ш трегравиаго угиа 
набень: АВО -- ОВС пли АВС-ХАВЯСОВЬ ит. д. Й тавъ, 
сузыа утловь при оововамяхь въ треугольнихахь, поторыхъ вершины 
въ О мепьше суммы угломъ при оспованзяхь въ треуголрцикахь, кото 
рыхь вершины въ 6; поэтому вуима углов при вершлив О больше 
суюмы угловь при вершин 3, Но суниа угловъ пря зершии» О равна 
зетыремъ прамыхъ; слфдовательно сумиа плоснахь угловъ при вершин 
$ вь многогранномь уга мельше четырехь прязыхь. 


Фиг. 2Н. 


Равенство трегранныхь угловъ 
Лредложеше. 

$ 377, Траранные лы равны между собою, вели плоси® 
Зполь в два ириложацие двурантные узлы одною равны плоскому 
зилу в двум туивлесцимь ъё нему двузрелииима. уелимь въ Ору- 
20м5 треренномь умль, и если, притомь, части ини одинаково 
расположены 

Пусть въ трегранныхь углахь 8 и уголь АЗВ=АЗВ и дву- 
травные углы равны: САЗВ--С'АЗВ СВЗА—С’В ЗА! 

Зизстимъ уголь 3’ въ 8 такъ, чтобы вершина 3’ совпала съ ы 
шиною Зи бока ЗА’ и ЗВ’ совиветились бы 
съ бюжамя ЗА и 5В: грань А’8'С' пойденъ по 
грани АВС потому что двугранный уголь А’ 
равень углу ЗА, — собдовательо ребро 5'0' 
долине находиться на плоскости АЗС; по ра- 
венетву двугранныхь угаозь Э'В и ЭВ, грань 
ВС’ пойдеть по гранв В8С и ребю 9 
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будеть лежать па плоскости В80, И такъ ребро $ С, въ одно время 
должно быть на двухъ гранихь АСЗ в В03; слёдонательно оно сов- 
падеть съ ихъ пересбчешень 5С поэтому трегранные углы равиы 


Предложвите 


$ 378. Треранные узлы равны между собою, если двуранный 
& два прилежаииекьнему плосше угла 05 одноме равны двузранному 
злу и приложащиме кз немудвумь элосвимеузлама друзало; % если 
притом, части эн одинаково расположены (фиг. 212). 

Положияь, что двуграаный уголь ЗА-=5'А' и прилежащие плосне 
углы равны ОЗА-—С!5'А', АЗВ-А'5'В'. Выфотимъ трегранный угодъ 
8’ въ В таьъ, чтобы вершила 6’ совпала съ Я, и бока 9'В' и3'А! сов- 
нали бы соотвЪтетвепно съ ЗВ и ЗА; это всегда возможно, ибо угоаъ 
АБЗВ=А’8'В’, по равенству двуграциыхь углевъ З'А’ п БА, траш 
А’$'0' пойдеть ю АЗС, & канф изосме углы Л'З’О’ и АЗС равны 
между собою то ребро 5 С совуфотитоя сь ребром ЗС И такъ тре 
грапный уголь 3 равень угл 8 


ПредноженЕе 


$ 319 Туефинные узы равны мед собою, всё иг? плосйе 
утлы порознь равны и обиникову расположены. 

Нусть плбокй уголь АЗС=А’5'С’ В50=38С, АЗВ-=А БВ’ 

Отложиль, по ребрамъ отъ зершань В п 5' 
равиыя части ЗА-ЗВ-80=6'А’:-=8'В ==8'С 
и проведемь прямыя АВ ВС АС АВ ВС 
в 4!0' 

Въ треурольникахь АЗС и АС меду рав 
ныий сторонами заключаются равпые умы АЗС 
и А'5'С', следовательно третьи стороны равны, 
АС—А'С' Точно также дожажется, зто АВ=А'В и ВО=В'С" 
иозтому треугольники АВС и А’В’С' равны между собою. Пуеть О и 
О’ овиачаютт цептры пруговъ, описацпыхь около втих® треугольнииовх 
Опуетинь перпепдичуляры изъ вершянь $ и 5’ ма плослоетя АВС в 
А’В'С', оши пройдуть чрез пены О их О. Въ самомъ дб, волябъ 
периендякулиръ, опущенный изъ 8 ва плоскость АВС, перебфиь ве въ 
накой нибудь точив различшой оть О, то эта точка ие отетояда бы 
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одинаково оть трехъ точь А Ви а слдовательно наклонныя 
БА, ВВ и 8С небыли бы равныя ($ 337), —что противно вышесказац- 
ному, Тоже завлючете выведетея и о прямой 5'0', Въ прямоугольных, 
треугольнихахь АЗО п А'8’0’ лпотенузы равпы, АЗ-=А'З' и патеты 
АО и А'О' равны, вакъ радёсы пруговь описанных около равцыхъ 
треугольниковъ; савдовательно и $0=5'0'. Поэтому, вели зиботинь фи- 
гуру З’А’В'С’ въ ЗАВО такъ, чтобы треугольникь А/В’! совмфотнася 
съ АВС, то точна О совпадеть съ О, и перпендииуляръ 05’ пойдеть 
по перпендикуляру 03; а какъ они равны, то вершина 8 совпадеть 
съ В, а ребра ЗА, 5В п 8С соотвбтотвенно совнадутъ въ ребрами 
5'А’, ВВ’ и 8’С'; слъдовательно трегранные углы будут равны нежду 
60600 

$ 380 Примпианще. Возьшемъ трегранный уголь ЗАВС и про- 
Долвимь его ребра, тогда по другую сторону вершивы Б образуетсл 
Шовый треграцный уголь ЗА’В'С'; плоские углы этихь Я 
трегранных угловь равпы между собою ($ 37), во 
они неединаково расположены, и втихъ трегранныхт, 
угловт, нельзя совифетить, не смотря на то, что я дву- 
трацные углы равны: Аб-=А'5', В =В'$', 08-08’. 
Тане треграпные углы назывмотея сометрическими 
| Такъ, деп зирезгранные ума называются симе- 
эприческими, если из части. т, в. плбсме п дву- Тег, ль 
трацные углы, соозлезьзаственно равны, но не одинаково пасположены. 


ПП едтожен1е 


$ 381. Жень изъ точки (8), сэлтой онутры трезраниело уыа (8), провесть зи 
0 нити (АЗВ, АЗС п В8С) иернендикулиры (8'С’, ЭТ», 8'А”), в чризь видные 
два перпсидивулира—плосносии, 0 изъ ицгь соетаентел злахой зурогринный зиоь 
($), чио 1) ребра каокдало изь доуаь преранниеь издвь (8 п 5") пбртендивузярны 
хь зфаалиь друмио; 2} плосще залы зраней одиозо служеить дополнещемь д0 двуль 
прямыь дауураннымь узламь друмио, 

1) Ребро ВА, палримбрь, перпепдикулярто къ грани 
В'5'0’, у которой ребра предполамиотея периендикухарвымя 
хь гранамъ АЗВ и А5С, которыл персофкалотея по ребру ЗА. 
Дйствихельно, плоскость В’5’С’ въ одно время перпевдиху- 
хирпа пт двум» нхоскоетямт АБВ и А8С ($ 368), в сяРдо- 
пахельно н къ общему ихт, еВченю 84 ($ 371). 

2) Дапранный уголь С''В’А’, которало ребро ЗВ’ тернен- 
дизуллрно ко плоскости АЗС, служить дополнешсиь уу АЗС. 
Въ самомъ дёдф, ребро 5'В’ периепдикулярно иф сВчетимх Фит. 215 
АВ’ и ВС плоскости АЗС съ плоекостлык 0'5'В’ я А’ эцояять угошь АВС 
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опредфилетт пеклонете двуграннато угза 5'В"; но въ четвероттольвний ЗАВС 
сумха урлорь разыа четиремь прямынь, умлы же А и С прямые, потому что 
рейра ЗА и 8С периюндикуларны къ гранлыъ 850’ и В'5'А* и чакъ уклы 430 
й АВС пзанмио дополюятельные до двухь прлыцхь, 

Приянлюе. "Трегроявые углы 8 п $ пазиваются сзвимио донознительными, 
мотому что каждый изосый уголь одного донолнитедеть ъ друтозть двугранпому 
урду котораго ребро перпендикулярно къ плоскости линейного угла. 


Предаожен:е. 


$ 382. Вь мрораниомь уму сумие двугранныхь умовь полыше двуа. и меньше 
ББ иесни орлчыьть унаовь. 

Построних треграпный уголь 3", дополянтельный датному 
‘тлу 5. Сумма длуграппыхь угловъь въ углу $, выфетё съ 
суммой плоскихъ утловъ треграннаго угла 5’, составить, 
чиесин, прямых. значить сумма этихь двугравиыхь утлопь 
моньме мидии ирлимхь. Но какь сумни липейныхь углов, 
аъ углу 5’ меньше чотырехь прямыхь, то сумма двугран- 
ее ныхъ угловь вт угду 8 болмие деухь прямыхт, потому что 
Тиг 215, 06 суммы составляютЪъ только шесть прнмыхъ угловъ, 


Предложение. 


$ 388. треранные здлы (8 и 5') радиы мезеду собой, сваи ить доууранные уалы 
порознь ради и трав расположены одинаково, 

Построниу угли Т я Т’, донолоительные дапаыиь трегранныхь углань 8 и 
8 Плоеые узлы трогроппыхь угорь Ти Т’ порознь разва ($ 381), а но 
$ 829 к дугрешиые сходствениме угли иороаць раппы; поэтому, въ данныхь тре 
травныхъ углах сходственные плосые углы рыл {$ 381), н пряхомъ они оди. 
наково расположены; елфдовательно треграпные углы разны между собой ($ 381) 


18, Многотралвики нообще, храни, ребра и вершины. — Простьйше ряды мно 
погранвикого!: тезраздръ, пирамиде полнал и усёчеппая, иризма прямая и 
пакдонная, призмо усфчениая, норазлелепииедь, кубъ паи правильный 
зиестиграинакъ. — Изифреше лоперхаостей мпоготролейковь. Поверхпость 
прязим, вылючая осповашя и 6691, ословааНй. — Раволетво и подобе мно- 
тогранииковь вообще, и вт, особешиости призыь п пиромилу. — Сравнеше 
поверхностей нодобнихь мпогограппиколт,—Отлошене между иложалями 
сфчевй порамикы плоскостями, парарлельними ел основзлио 

$ 384. ЛГнобтранникоме чавываетея объемъ, ограпиченный с 

вожхъ сторонъ плоекостями. Отъ взавыныхь пересбфчешй каждой пло- 
скосты со возви сообдетвевными плоскостями составилются многоуголь- 
никя,—-ихъ называють зранями иногогразияка. Бока граней называ 
ются ребреми, а вершины — вершинами мпоготранника 

Для отрапичещя пространства плоскостями, недобиы по иепьшей 

ри четыре плоскооти; въ самому д, три плоскости, изаимно пере 
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слающися въ одной т0чкф, образують трегранный том, п тогда 
пространство остается пеограничениымъ; ссли жъ разевчь этогь уголь 
злосностью, проходащею чрез три точки, взятыя па его ребрах, то 
получится объежь, огранпяенный четырьмя треугольниками и называеный 
четырефанникома илл тетраэдрома. 

Миогограннякт, о пяти, шести и т к трацщяхь пазызается для 
зранникомз, шестилранникома ит к 

$ 385 Если многогранный уголь разейчь плослостью такь, чтобы 
пространетво эго стало ограпиченнымь, то получитея многогранният, 
пазывавиый пирампдою. 

Я такъ иирамидою называется мнозофраинииь, у которозо одма, 
зрань капой нибудь мноюуольнии, а веь пройя зрани — треу 
зольники, поторыть вершины сходятся 08 одной точить. Эта точка 
называется воршиною пирамиды, а грань, противулежащая лершин— 
основащеме вп; разстояше мезду вершиною и основамемь называется 
высотою пирамиды. 

На фигурв 210 представлена пярамида хоторой осповаше пятиуголь- 
пикт АВСРЕ, а вернина въ точкв $  Перпендикуаярь, опущенияй 
изъ вершины пиравиды ва основане, будеть высотоо пирамиды 

Пирамида пазываегея треугольшою, четвероутольную ит д., када 
ея обнован!е троугольникъ, четыреугольтикь и т. д. Очевидно, что треу- 
тольнал пирамида есть тетраэдрь и маждая его грань можеть бьть 
приията за освоване пирамиды. 

$ 386. Пирамида равдвляется плоскостью, параллельно вя оспо- 
ванне, на 08ф части: одна часть составит пирамиду, козорой осповане 
есть мпогоугольникь, образуемый с\кущею плоскостью, а вершина — 
общая съ данною пиранидою; другая же часть, между параллельными 
плоскоотлии, пазываатся усоченною. пирамидото, в, которой параллель- 
ныё многоугольники называются основащлие успченной пнуамиды, 
з разотояне между пимв ел высоиою. 

$ 387. Пирамида называется правильною, когда осповаше ея пра- 
вильный многоугольник, а высота приходить чрезь центру этого мно- 
тоугольника. Въ существования правильныхь пирахадь легио убёки ьея, 
стоить только вписать въ крут или описать оноло него правильный 
виогоугольникь, изъ центра возотавить периепдикуляръ иъ плоскости 
иногоугольника и какую нибудь точку этого перпендикуаяра соеданить 


оъ вершинами позигона 14 
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Предловенае 


$ 385. Вг правильной пирилийь, прямыя, сосдиняющёя вер 
знину ел съ серединимь боновё оспованйт, равны между собтю в 
перпендикулярны из этиие богам 

Нузть О означаеть цеитрь основашя АЗСО; перпендикуляры ОЁ, 
ОЕ.., опущениые пзъ центра О ца стороны многоугольтика, раздфлать 
ихъ пополант и будуть разкы между собою, катъ ра 
усы ируса, виисаицато въ этомъ многоугольнии®. Зпа 
чить, 5, ЗЕ,... суть накаонныя ЕЪ плоскости, оби. 
напово удалешиыя отъ оеновашя © перпендикуляра $0; 
сафдовательно они равны межну собою. Прямая ЭР пер- 
пендилулярна къ боку АО, потому что в® треугольци- 

Чит, 316. — цахь АР и ЗЕ стормы АГ-ЕО, АЗ=ТЯ, закь 
накловныя кф плоскости АЗСП, равпо удалешиыя оть обнованя О 
и ЭГ общая, слёдовательно уголь АГЗ-ЬЗ, и ИБ пернендикулярна 
ъъ АР 

Прямая, соединяющая ввулилу правильной плрамиды съ серединой 
капого вибудь бока осповаши, называется алооемою пирамиды. 

$ 259. Призмою называется мнокзринникь, офанииениый с 
двух взторонз параллвльнылиь зранялие, и 6; пронитё плоскостями, 
поторыя пересльииючися посльдовательно по тиямз париллель 
нымь между собою. 

(Чтобы убфдиться въ существоваши иризиы  костаточино чрезъь вер 
шипы мпогоугодьника АВСОЕ провесть пряныя, паралиельныя между 
собою, я потомъ провесть плоскость А'В' СО" параллельную АВСОЕ). 

Эти перазчельцыя зини называютсн боховыми ребрами прязиы, 
& два ипогоугольника, ограничиваюние боковыл ребра, называются осмо- 
вами призиы; разотозне же между основавяни ия 
зываетол высотою. 'Гакъ, вели плоеноств АВ’, ВС’, 
Ср’, ОГ! я АЕ’ перескаются по динёяи® паразлешь- 
нымъ АА’, 80,2, и плоскости АВСОЕ п 
АВ СПО" Е! параллельны между собою 10 иного 
транникъ-— призма. Паралявльныя пряныя АЛ ВВ’, 
[— будуть боновыя ребра, а мпогоугольники АЗСОЕ и 
Фиг. 211, АВЕС — осповашя. 
$390 Боковыя ребра АА’. ВВ’... въ иандой призыв равны между 
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собою, потфму что он параллельны моъду собою и ограничены параш- 
лельными илоскостямя ($ 350). 

$ 391. Каждая грань призмы АВР’А’, ВСС’В’,.. вакпочающаяся 
между боковыми ребрами, называется боховою зрению и есть парал 
делофаммз, потому что въ ней противуположиния стороиы равны и па 
раллельны, паприиёрь ЛА разиа и изралаельна В’ ($ 106). 

Основейля призмы равны между собою. потому что бека ихь 
хакь противулежания стороны параляелограммовъ, равпы; эти же бока 
и параязельны, слдопательно и углы оенованй соотиЁтетвепно равны 
($) 352). 

Иривма называется урвугольною, челвереу ольною.. — когдя ея оено 
ваше треугольнихь, чезвереугояьнитеь,.... 

$ 392. Прозиа называетен зрязино пан иекмониомю, емотря по тому 
перпендикулярио ли боковое ребро ку оспованио призны, пли навленно 
ьь нему. 1% прямой приза боковыя граши--пряоурольники ($ 332) 

393. Вели призму разефчь плоскостью паралиельно основашямт, то 
каждая изъ полученныхь частей будоть также призма ($ 339), и са\- 
довательно съчеме, параллельное осноитямь призмы, веть мною 
рольникь имь ривный ($ 391). 

САченю, пепараллельное основанымт призмы, раздинеть ее па дв? 
цаети, н каждая изъ нихъ называется усъченною призмозо. 

$ 394. Пераллелепитедоме называетел постапраниикв кото 
ро противулежения зранн вервллельны. 


Тредложен1с 


$ 395. Грани параллелепипеда ^— параллелофимлие и про 
энивулежание изв ииаа равны между собою. 

Пусть грани Юн АС, АЁ и Ра, АН и ВС парадяельны. 

1) Долажеть, что, наприифрь, грань АВС каралаелограминь. Иа 
раллельтыя илоскостй АТ и 0} доребфкаются ичоскость ю АС по нарах 
чольныхх знкнит АВ и ©); паралаельныя плоёкостл 
АН д ВО тою же пзоскостыо разоблаются по парая- 
лельцыкь лишимь ВС и АО. И такъ въ четверо 
угольнии АЗСЛ протляуложаця еторопы параляельны, 
слвконательно онъ параллелограмимь. Также докащетел, 
что и остальвыл лять граней параллолограмны, 

2) В% противулежащихь параляелограммахь АС п Гб ДВ Сож 
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зыя сторопы соотвётетвенио равны, АВ=ЕХ ь ВС-=Р4Ф, кап про- 
тивудежаще бопа въ параллелограмиакь АГ и Вб, углы между этими 
сторолами также равны, АВОЕЕС, ибо ихь бопа параллельны. П 
такъ пароллелограмиь АС=Г@ Такше доважется что гравь АЕ=ОС 
п АН=ВС. 

$ 396. Ребра параллелепипеда, АГ, ВР, С@ п ОН, параллельны 
между собою, потому что опи составляють пли противулолежных оторовы 
параллелограимовъ, или параллельны одпой и той же прямой; а как 
плоскости АВС я ЕРСН параляельны между собою, то параллелепипедь 
АВСРЕЕРОН есть призма, иЪ которой АВСЬ и ЕЕСН основан, 

Ребра АР ВС, ЕН и Ра тоже между сабою параллельны, а равшо 
и ребра АВ, (О, ЕЁ и СН. Штавъ, вообще, паравлеленипедь естт 
призма, за обнозашя которой ножно прапять по произволу веяжя ды® 
противулежащя траши” оп% ше называются основашяин пареллеле- 
пипеда. 

Высотою прраллелепинеда, ха:ъ п призны называется разетояше 
между осповашяии. 

аралледепинень называется прямымъ, 66ши его ребро пертепдияу 
лярно въ основанию. 

Паралиелопицедь называется зрлмоуольныме, воли ого осповаше 
прямоугольникъ, котораго плоскость парпендикулярна къ ребру 

Въ прамом паралленепипед® осповашя — паралделограмны а осталь 
ный грани— прямоугольшияи, 

Въ прямоугольномъ же параллелепиледв всё грани прямоугольники 
и сабдовательно вов двугранные угшы-— прямые. 

Наконець, паралделелипедь называется нахлонныме вези во® ето 
тграшы параллелограниы. 

$ 397. Ели три сшежныя ребра прямоусольнаго парапаеленииеда 
равпы между собою, то вов его шесть граней будуть ввадраты, равные 
между собою, п тогда многогриниикъ называетел хубоме или иравиль- 
има шеспииранникомг. Въ немь плосыв, а также двугранные угды-— 
прямые и всё ребра равпы между собою. 


'Изм$рен1е позорхностей многогранниковъ 
Предложен! е 


$ 393 Боповая повержность всякой призмы равна произведе- 
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ню однозо изв ед боковыта феберз на перимерть пернендикуляр 
низо из нему съчешя. 

Путь абеЧе озцачаоть сфчеше призмы, перпепди‘уляриов иъ боко- 
вымь ребрамъ АА’ ВВ’ ит, д.; отоюда сибдуетф что @6 перлеидику- 
ляпно иь АА’, Гс перпендикулярно къ ВВ’ ит. ц. ($332) Е 
Вычисляя паощади параласлогранмоть, составляющихь бо 
ховую повержность призмы, приемъ ребро АА’ ВВ... 
за ихь основашя; вывотази будуть прямыя 45, бе, пт к: 
поэтому бошовал поверхность привыы равна 

АА’. а ВВ. 66-00’. са ят к 


Но боновыя ребра равны между собою АА’=ВВ’ СС фиг. 102 
ит. К. ($ 390} —слВковатеньно, предъидущее выражеше пибеть уб- 
щийу, иножитеяемь АА’, отиВлимь его за скобки 

АА! (ав е--са-...). 
Миожитель можду скобками озлачаеть пердыегрь сёчешя, пврпеидинуляр 
наго къ боковым ребрамъ; сафдоватедьно предлеженю доказано 
$ 399. Сльдетие. Боковая поверхность прямой призмы равна 
зроизведенаю. зериметиа ея основал на высоту; потом} что въ 
праной призи® осповаше перпендикулярно къ боковому ребру а это 
поедфдиее есть высота празыы. 


Примичоте. Завоб надобно нрипомаить звыфчал!е, сдфлалиос вБ поршой частя 
отлоеительшо изыврешя илошадей ($ 254). Такъ, чтобы байти, наирныфръ, число 
кзодретныхь футовъ, содержащихся въ боковой поверхности прямой празыы 
иадобно узиаль, сжолько разъ линейный футь содержится въ перинетрь аепона 
ви и в боковомъ ребрё, и чисяь эти перемвожить. 

$ 400. Чтобы пайти лолпую поверхность накой бы то ни было 


призмы, надобно къ боковой ея моверхиости придать удвоенцое основание 


Предложение. 
$ 401. Хоковая ловержность иривильной пирамиды равно по 
овинь произведя ея периметри основиия на атовему пира-- 
миды (фиг. 216) 
Боковую поверхповть пирамиды ЗАВСШ собтаваяють треугольшики: 
488 В0$,..., ва основашя ижъ возьмемь стороны АВ, ВС,....; 
высоты треугольниховь будуть разныя между собою ($ 388): слФдова- 


тельно боковая поворхноеть правильной пирамиды равна 


АВ. ВС “7 р. 8 Ар 8, 


щи (АВВО-ОР-+АР) 


ам -— 


$ 403. Дан иолучеши цоверхиости какого пибудь миогогранияка, 
иадобио вычиечиуь каждую грапь (в5 чень по будеть затрудиени, ио- 
тому что показано было, накь найтп площадь веякаго миогоурольиика} 
и взять сумму долученныхь чиеелъ. 


Равенство многогранниковь 
Иредложенге. 


$ 404. Даю призиы равны можу собою, сели диуранный 
уеоль при основание п дар сосниоляюция ею урати вв одной уаиии 
двузранному улу при основишм и бума зринамв ва соеставлию- 
зима оъ друюй; притомз, вели частие эти одинаково раеположены. 

Пусть двутраиный угодъ ВС-=0’О’, грань АВОО=А’В С и 
ВСНе=В'С'Н! и". Такт, ванъ гранп эти, м0 условию, одинаково раб 
положены, то уголь АВО-А!В' С’ и СВ =. 
СВ —вабдовательно, трегранные углы Ви 
В’ равиы между собою ($ 37%). #05 боковин 
ребра въ обфихь призиахь также равны, по 
тому что паъ равенетва грашёй ВСНЫ@ и 
ВО'НИй слёдуть, по ВОВ. Вабл- 

Фиг. 229. стыв этого, веди внфотвиь призиу АУСТ 

въ призиу АВСОН ганх, чтобы вершины осионашя А’В’С’О” совизди в 
вершиизиивоновашя АВСО, то, ио равечотву треграиныхт угловъ В и В’, 
ребро В'Ср пойдет но ВА и точка С” соввадегь съ С; остальшыя же ребра 
дисуть но соотаЪтотвующень робрамъ, напризбрь А’ЕР по АТР; въ про 
тивлеиь случав были бы двё паравлельлыя къ одной прямой, потому 
что всё боковыя ребра параллельны между 0600; а, по павеноеву ре- 
бврь, вершины № М’ С’ и совмадуть съ ЁР, Ц, би. Зиачить, 
всВ граны обфихъ призмъ совифотились; отеюда заключаень, что призны 
равны мсжду 00600. 

$ 404. Ольдетае. Деь призмы равны меоюду собою, если зтриь 
эрани киноза нибудь тпреризииио узла вв одной ривны и одина 
#080 распозолесны 05 зранама трериннию улли 5 трой. 

Пусть грань АВбЕ=А'В' В АВС А’ В’ и РСП -- 
ВСН’. 

Грани зи, по условно, расположены одинаково; поэтояу улы 
АВО-А!'0', АВЕ-АВИХ и СВб-==С' В'О’.. И такь, въ трь- 
трашныхь уллахя Ви В’ паке угны разоы и одошаково распозожены 
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сабдовательно трегранные углы равшы и деугранный уголь В0.= В’ С 

а конь прилежащя къ цомь грапы равиы и одцнаново распозожены 
хо, ца основаши предъядущаго продложешя  заключаемь о равецетвь 
прузыь 


Предножеше 


У 405. Прялив призмы равны зеж)у собою, если цжь сено 
ваша и высоты равны, 

Дъйствихельно, воли вяботикъ одну призму въ другую тавъ, чтобы 
основани ихь совиветилиь и кажден вершина говпала съ воответ 
ствующею ей вершяною, то боковых ребра хавже совыфетлтся, потому 
что они нериендикулярны къ основашяуь” а по равоцетву зтихь ребер, 
вервШя основан тоже соваботятен. 


Предложение 


$ 406 Доеь пирамиды равны мемеду собою, вели дарлраниия 
ззол5 при основи в даль составатония ею ран одной ривны 
двуфанному узлу при основана и доуие зраниив в друой, при- 
том вели части эти одиниково расположены. 

Пусть двутраиный уголь АВ = АВ’, грань АЗОр = АЗ СР 
АВ8=А'В’5'. Велёкстме одинаковаго раеноло- 
жеши граней, треграниый умаъ В = В’ 
($ 378); сабдовательно, еваш совявотить осно 
ваша АВ’ ОО" и АВСО, то ребро В'5' пов 
деть по В$; а, по равенству ихъ, вериина 3’ Драй 
совнацаеть съ З` олёдовательно пирамичы равны ит, 991 
между в0б0ю. 

$ 407. Слюдоние. Деъ пирамиды равны меоюду собою, есле 
зрани каколо нибудь трезраннию узла одной пирилиди равны и 
одинаново расположены сб ранний угла вз Прушй 

Путь грань АВСО=АГВ”СИО', АВА’ В" и В0$=В'0''. 
Грани расподожены одинаково; повтому уголь АВС-А’В'С', уголь 
А3$=А'В'$', СВЗ=С' В'5/", олёдов. треграмаме углы В и В" равяы 
между собою, а съ ТЪмь выфотв длугранный угодь АВ=>А'В’, и какъ 
прилежалия кь вимъ граци равцы, тои саныя пирамиды равны (3 406) 
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Подобле многогранниковъ 


$ 405. Деа мномлранники низывеолия подобными, вели 9ву- 
зранные узлы одного порознь равиы дайраннымь уламе дру, 
зрани изб соопиттетовенио подобны в одинаково расположены 

Цзь этого опредфяеши слфцуеть, что въ подобныхь ипогограиликахл 
многогранные углы соотифоотвенио равиы. Й дЪйетвательно, велфдетво 
подоб}я грапей, плоске углы, при вершиц® какого набудь миогогран- 
наго угла, раввы плоскимъ угдажь при вершии® въ другом» многогран 
ник, двугранные углы въ этихф эиогогранцыхь углахь соотвётетвению 
равиы, по опредфлешио; притомъ часты эти одицаково расположеты — 
сафдовательшо многогранные углы можно совмфетить 

Ребра, соединяюния зершивы равныхь угловъ въ подобныхь иного 
травникахь, называются сходетвенными ребрами. 

Сходственныя ребра подобных иноозранниховз пропорщональ- 
мы потому что сии суть еходственные бока подобпыхь миогоугольииковгь. 


Предложен 


$ 409. Де’ призмы подобиы, есть двуранный улюлв при 
основан 0 одной ровень двузранноли) узлу при основаны в5 дву- 
301, а зрани, составляюния эти узлы, соотвтлтственно подобны 
% одинаково расположены, 

Пусть двуграниый уголь АВ = 46, грани АБЖ и АВСОЛ по 
лоб травлиъ 05% и абеде. Но условно, эти грани расположены одя- 
наково; сибдовательно уголъ ВАЕ = 56 и 
ВАК = фай: значить, въ трегранныхь уг 
язхь Аи в двугранные углы АВ и @ё равны, 
прилежаце къ нииъ плосше углы равны л 
одипавово расположены; поэтону я трегран 
ные углы равты. Велфдотвте этого равенства 
двугранный уголь ЛК-=ай, двуграциын уголъ 
ЛЕ=ае и плооюй уголь КАВ-ае; вверхь 
того изъ подомя граней сафруетъ: 

А.К ай = АВ. 05, 
АЕ: ае = АВ: 96 
огеюца АК! = АБ 46, 
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тлинут, обравомъ вь паранаелограммахь АР и &/ межд) пропорилопаль- 
ныни боками маходятоя равные углы, слФдовательне эти параллело- 
граммы подобны 

Пруифняя иъ двуграннымъ угланф АЛ и ав, и транамъ, его состя 
ваощихь, 800 сказанпов относительно двугравпыхь угловъ АВ и 96, 
и грашей их соотавяяющихь, найдем, что трегранные умы Е не 
равны, а недфдотве этого и двугранные углы ЕР и с/, ЕО цей также 
фавим, притонъ —трани РГ и 4/ подобны. Продолжая эти посл®дова- 
тельных разсувденя, найдем: 1) что въ обфихъ приззахь квуграниые 
углы, образуемые боковыми граизии между собою и съ пижними 06ио- 
заниыя, равны между 0600; остальные же двуграшиые углы, образуемые 
зерхпими основаняин съ боковыми гранями, равны, потелу что вии слу- 
жать дополпешями до двухъ прямыхь двугранцыхь угловъ угламь при 
пижпихь основашяхь а эти послёдше равны между собою. 2) Боко- 
выл граши въ объихъ призмахъ подобиы. нижшя освованя подобим 
10 условно, а верхый, акь соотвфтетвенио раввын пижнямъ, тоже 
подобны. И татъ въ обфихъ призмак двугранные углы соотвфтотвонио 
равны, вс граци подобны и одинаково расположены: сл довательно призы 
подобны 

$ 410. Сльдение 1. Деъь прямыя яризмы подобъы, вели осно 
даия ито подобны в высоты пропорциональны стодотоеннымь 60 
киль оснований. 

Дзйствительно, квутранные углы при осковашихт —прямые (8 392), 
поэтому, наприяфрь, двугранный уголь АВ=@5; ие условю, высоты 
пропорцнальны  сходствеиныхъ бонамь осиовашй, — слёдовательно 
АК : 9&=АВ: @5; поэтояу прямоугольники АТ и и подобны; осповани 
же, по условю, подобны. И такь дзф прахыя призмы удовлетворяют 
усломимь предъпдущаго предложения, слЬдоватовьно оф подобны. 

$ 411. Оллдетее 2 Два прамоузольные параллелепииеда пд 
добны, если при ребра треграниело узла 68 одномз пропорщо 
налоны павимв оке ребрамз в5 друзом. 

Автвительно, во двуграцпые углы равны, какъ пряные, а грация 
ляъ— подобные прлмоугольники ($ 225); едфиовательно пвралхечепипеды 
эти удовлетворяют опредёлешию подобпыхъ ипогогранняков». 

$ 412 Слюдетяе 8 Веъ кубы подобны меокду собою. потому 
что вов двугранные углы пряные и сдфдовательно равные между собою; 
трани ие подобны потому чт6 квадраты веегда подобны ($ 224) 
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Слодетие 4. Даю призмы подобны, если три зрини, соетав- 
юния троринный уушль одной, подобия в одинаково растоло 
жены 5 премия сранязяь составииющими пуефинный уюль в5 
Эруюй. ДАйствительно, вся грань АВСОЕ подобиа «бе4е, АР подобца 
«Г, АТ подобна @ё и одинаково раслоложены, то плоекю углы при вер 
шицахъь А и @ треграшиыхь углов соотвфтетвенио равны, а ся®л, 
и улуграниые углы равиы; итакъ двугранцый уголь АВ-=еб, грань 
АВСРЕ подобия абс@с, трань АТ поедоба 4, прихомь грани эти 
Фдицалово располомены, слбд. призмы подобны ($ 409). 


Предложение. 
$ 413. Дов пирамиды подобны, сели диуранный удав при 
основанёи аз одной ‘ривень двугранному узлу при основини в дру- 
з0й, и арани, состовляюция эп узлы, подобны и одинаково ри- 
сположены, 
Пусть двугранияй угозъ АВ=ий, п граии АВОД и бей, АВЬ 
т иф5 подобны. ЗВелЪдетые одинаковаго раеположеши грамей, уголь, 
ВАР—=Фай, ВАЗ—баз и пак двугранный уголь АЗ==аб, то тре 
=| гранный уголь А=а ($ 378); поэтому 
двуграниые углы: ЗА-=ва и Ада; 
притозь плосмй уголь ЗАО. Шзь 
подоби граней, прилежащих къ двугра г 
пему углу, имбемь 


ЗА: 


14 
АБ: 4--АВ : ив" 
— отеюха 
Тиг. 223. ЗА: за= АБ: ам. 


Лозтому вх треугольникахь АЪЮ и 45 можу длуми пронорцго- 
начьными сторонами лежать равиые углы ЗАО слФдоватедьно 
треугольнои подобпы, 

Яепо, что все спазашиое вдфсь о двугранныхь углахъ АВ п 08, в 
ирилеващихь итЪ нихь гранях относится также къ двуграниыюь угдамь 
АП и 4. Ц дАйотвнтвньно: соци равны, а грани, къ пихЪ приложанн, 
подоблы и окаланово расноложены; снфдопательно двугранные углы 
50=3а, СО-=е4 п треугольнакъ СОЗ подобен сз. Продолжая тапимь 
образомь, найден, что двугранцые углы въ обфихъ пирамидахь равны 
а в6В грант подобны и одипаково расположены —одЪдовательно, пера 
миды иодобпы, 
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Ольдствв. Даь пирамиды подобны, если пра зрани, состав- 
злюция пумаранный упола одной, подобны и одинаково располо- 
иены сз тремя азринями составляющими треранный узоль ве 
друзой. 

Дьйотвительно, если грань АВСР подобна аёс@, АВЬ подобна 
463, АОВ подобна аз, притомъ грани эти одинавово расположены, то 
плоске углы трограинаго угла А равиы углам, треграннасо угла @, а 
вельдетв!е этого равенства и одинаховаго разложения уломяаутыхь угиовъ, 
цвуграцный уголь АВ==двуг. уг. 45 ($ 379); итакь въ двухъ апрами 
дахъ двугранные углы при оеновашв равны, у. ЛВ-=уг. аб, грани 
воставдяющя этн углы подобны, \ВОГ подобцы чёса, АШЗ подобиы 
65, след; пирамиды подобпы, 


Предложен! 


$ 414. В» модобы 6 пирамидах стодотвенныя ребра про 
портональни высотамь. 

Пусть пирамииы АВСОТЕЬ и абса/з подобны между собою; докажемь 
110 80 :30==АВ : #8. Отложннъ ЗМ =ва, ЗРЕЕеГ и ЭМЕеЬ, ‘п ‘прогь 
точии М, М иР проведешь плоскость; она будетъ парахясльна плоскости 
АВГ, Въ самом» дёлё, велбдстве подобия даппыхь пирамидь. ЗА:54= 
БЕ:з/, пли 5А:5М=ЗЕ:5Р° значить МР паразленьна АТ; по з0й 
ке причина ММ пареллельва АВ, т, в. бока утяовь ММР н ЗАЁ 
параллельны, — саздоватольно плоскость ММР параллельна осцозанио 
пирамиды. Июрамикы ЭММР и 304/ равим 
($ 406); ибо всавдетие подобя пирамид, дву- 
гранный уголь ЗМ = за треугольнииь 8МР==8а/, 
потому что бокъ МЭ=аб, уголь МЭР==азГ в 
угозъ МР, равный ЗАЁ, равепъ танже за/улавже 
допажется, что треугольник М№М№9=506. Рав- 
мыл пирамиды ЭММР к за5Р совывщаютен — 
причемьи высоты ихъ совыБотлтея, т.о. 56 =90. Фять 294 
Наяонець, плоскость, проведениая чрезъ дв лини АЗ я 5О, первса 
четь параллельныя плоскости по зишямъ Мо) и АО параллельный между 
собою; слдоватолью 30:98-=А5:5М, или 50:50=А8:0$. 

$ 415. Олюдетяе. Вь подобных призмать содетвенния ребри 
пропорцюналоцы высотам 
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Пусть призны АВСОС и 46649 подобны; проведемъ высоты СО 

о Я 60, и дозажень напринёръ что ЕО в0= 
АЕ; 46. 

Проведя плоскости чрезъ прямыя ДГ ВП, 

Че и $8, получниь подобвыя пирамиды ЕАВО 

и е4ё4: въ самонь ДЪАВ — двуграноый уголь 

АЁ-ае, треугольники АВЕ и бе АШИ и 

фиг 95, “46 подобны и одинаново расположены, потому 

11о подобные миогоугольники резбиваются па треугольники нодобные. 

А въ подобныхь пирамидахъ ребра пропоршоквальшы высоташь, сло 

ватедьшю #0О:60=АЕ: 46, 


Предложено 


8 416 Дов подобные мнозлраиника моэсно тазбить на подоб- 
` ныя № одинаково рисположениыя пиромиды 
Нусть многогранииии АВСО@ 1 46649 ио- 
побны. Чрезъ дакую нибудь точву О, взятую 
| внутри порваго многограниика, и #8 ребра про- 
й педежь плоскости; отъ взавинаго ихъ пересбченя 
Й получинь столько ппранидъ ОАВСР, ОЛВОТ,... 
сколько граней вф давиомъ миогограниии; граии 
вти бууть овиоващяяи вирамидь, а вершиното для вех будеть точка О. 
Чревъ ребро ай, оходотвенное въ АВ, проведем изоскость або, которая 
бы съ плоскоотью 66 составила уголь, равный двугранному углу 
ОАВС въ паосноети @(0 нанееемъ уголь 540=ВАО и уголз а0= 
АВО. 

Изъ толи о равобъень втерой мнотограпиях: на парамиды 2060, 
авуГо.... подобно тому, какъ это сдълано съ первымъ многограи- 
цинком. Пирамиды ОАВСЛ и оадсй подобны, потому что у пихъ дву 
гранный уголь ОАВС-=0абс и грани, ихъ составлиющи АЗСО и 2564 
АВО и @50, подобны. 

Тешерь обратимея къ пирамидаюъ ОАВЕС и оаБ/у, Такъ какъ углы 
ГАВС и [с данныхь многогранниковъ равны, улы ОДВС и 060 
тавже равны, то разности ихъ, т. е. двугранные углы ОАЗ@ п 0487 
равны. Грани ихь составляющия подобны: АВО и 480, АВЕТ и аб9/. 
Перейдем въ слфдующимь ипрамидамь ОСНЕЕ и с9йе{: хвугранлые 
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углы АСРЕ и @0Ё панныхь нпотогранийвовъ раввы, углы ОСЕА и 
оба также равны, велёдствйе подобя прежнихь перамядь: сакдова 
тельно и разности ихъ ОСТЕ ор/е равны межлу собою; траня, состав 
ляюи!я эти углы ОР@ и о/у, попобиы-—кавъ грани подобныхь вторыхъ 
пирамидь, а грени СНЕГ я ойе/ подобны — какъ грани дапныть много- 
гравниковъ итх 


Предложение 


$ 417. Ловержности подобные мнозлранникоеь пропорило 
нальмы квадратамз сходетвениыть ребер 


Пусть @ ,0',0"..., означают площади траней одного многограння 
Ка, 9.04... площади соотвётетвенныхь имъ граней другаго мпого 
транника, который подобенеь, первому; положихь еще, что А ва 


озпачаетт схоцотвенныя ребра въ обоихъ многогранпикахъ. 

Такъ пакъ площади подобных маогоугольниковь пропоршовальны 
квадратанъ сходетвецныхт боковъ, а таке бока, или ребра въ нодоб- 
ныхь многогравайкахъ, пропорцюнальны, — слвдовательно и хвадраты 
икь пропорщюнальны‘ поэтому 


отеюда 
слфдовательно 


Прелложене 


$ 418. Площади основанйл пирамиды и спченая, кз нему па 
раллельнао, пропорщональны коадратамь разстолнй этигь лос 
костей д0 вершины пирамиды (фиг. 223). 

Пусть офчеше ЕГОН параллельно оспованио БО перпендикулярно 
вь цему докажень что 

АВС : ЕЕСН=З0*: ЗК. 

4) Многоугольниии АВСР и ЕГОН подобвы Въ самомъ лв 
УГЛЫ ИХЪ соотнфтетвенно равны, потому что бока ихь параллельны, Н8= 
принфрь АВ параляельна ЕЁ, какъ переебченя ларашиельныхь пхос 
хостей плоскостью АВЗ Волфдетые парадлельности лряныхь АВ в ЕЕ 
ВО и ЕС... , инвемт 
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АЗ: ЕРАЗ: №, 
ВС: Еб=В$ : 25, ит. в 

По равенству вторыхъ отномевй, и первыя равны, т в. ЛВ 
ВС: Рб—..... Тавпаь образожъ бока иноукольшиковь пропоршоналг 
ны сябдовательно-—многоугодьниии подобны, 

2) Изввотно, что площади подобныхь иногоуговоняковь ароморито 
нальшы ивакратамь сходотвеуныхь боков, значить 

АВС : ЕРОН=А0?: ВЕ, 

Проведя плоскость чрез высоту ЗО и ребро АЗ, получиит парал 
дельшыя офчешя АО и ЕМ; слъдовательно 50: ЗМ==АЗ : ЕБ, ии 
$0:8М-=АВ:ЕР; возвыспвъ члены этой пропорщи в® квадрать, и 
сравпявъ полученный вывохь съ прадъидущею пропориею, найдет, 

АВСП. КЕЗП$0" №8. 

$ 419. Сльдевше 1. Вз двуль пирамидить, илльющихь равных 
высоты, элощади съмеёй, параллельные основеилмь в равно- 
опетотщияе отт вершине, пропорциональны основавимь. 

* Цвпотоитезено, составив пропорции, выраваюция отиошешя осно- 
вания къ офчешю въ каждой пирамыи®, вайдемь, что эти проиорщи 
инбють по равнону отпошению квадрата высоты пирамиды яъ лвахрату 
разотоявьш вершины до сфчешя. 

$ 420. Сльдевийе 2 Пё двуль пнрамидихь, питлоцихь равно 
упрныя основана и равны высоты, палочийы съченй, парол- 
делиния основашяме в равно-отстолийн ото верииие реономтрны 
между собою. 

И дБИствительно, вели ©) я О означають равном ьрныя основашя 
двухь инранидь, пифющихь одилаковыя высоты, а 4 и 4’ обчен, 
перазшельныя основашяиь и равно-ототоящя оть вершинь, 16 (,:4— 
0': 0; №6 9-=0', сявиовательно 9==4", 


Измврен1е обьемовъ многогранииковъ 


19. Обтемт тфла.—Отношене объемовъ прямоугольтыхь параллелепиаеловь 
иря равпыхь основа Очпошеше объемов» прямоутольлихь парал 
леленииедовь нообще.—Объешь прямоугольного нараллехенипеде. — Рап- 
номфрность паразлелепинодовь пря равныхъ основаняхь и высотах. — 
Обьемь какого ци есть ппралхелелипеда, —Отвошеле объемовъ двухт па- 
раллелеляцедов. 

$ 421. Обземомз 1Фиа какь извйетно называется пространетво 


— 993 — 


запинаеное этимъ тёломтъ. Когда тВло ость пустой сосудь, то цавла- 
не объемь часто замфняютъ словомъ слиосуньмость. Твла, разинч- 
ныя по виду и, слфдовательно, несовивстимыя, очевидьо, могутъ быте 
равны по объему. Ташя тфла называются раснольрныме, 

За единилу при изыфрещи объемовь прицинаетея вубъ, ‹оторао 
ребро равно линейной одиняцв: такъ, если ребро куба есть фут, дюйыт 
ИТ. и, 10 вубъ называется кубичнымь футомъ, кубичиымт дюймонт 
от. п. 


Предложение. 

$ 422, Обелы прямоуюлуятияь пираллелонитюдовь, плпьняциал, 
равныя основания, пропорональны свозма высдтамь. 

Пусть АВСОГ прямоугольный парааледенипекь” за оснозаше ето 

прямеыь АВС; высота будеть ЛЕ, Уведличиль вы [@ 


нибуть длину АТ, которая больше АЖ. Проведя чрез 
точку Г плоеность, паралхельнул осповануию, до переов 
чешя съ продолженными боковыни гранями, получинь 
прямоугольный  пареллелепииедь ЛТ›, ДЬйотвительно, 
трапи миогогранинка АТ. попармо нараллельны, сяёдо- 
ватедьно онъ параллелепинеде; основане ео ЛВОС-— прямоугозьцикь, 
котораго плоскость перпендикулярна къ ребру АТ, слбдовательно АГ 
пряноутольцый паралледепипедь, н, очевидие--онъ больше данкаго па- 
реллеленипеда АР. И такъ съ уполичешени высоты прямсугольнаго па. 
раллелепипеда уведичивается ото объемь — это первое услове пропор 
ценальноети ($ 201). 

Узеличинъ высоту АЕ, папринфрь, вь 3 раза. для этого па про 
долженией высот АЕ отложных ЕТ--КТ--АЕ, л чрез точна Хи К 
прозеденъ плоскости ИП и КМ параалольно оенованто 
АВС. 

Твви же равсуждещями, когорыми выведено первое 
угломе пропорцюнальности, замтивь только, что еВчеше 
П, н КМ равны АВС какъ обчея параллельвыя 
основало АВСР призмы АС,--доважену, что многогран 
ники ЯР и 1М суть прямоугольные вараллеявпияеды, п 
оба они равны А@, — потому что прямоугольные паралаеле 
пиноды при равных осповашяхт и зысотахь равиы между собою 


Фиг Е 327. 


Фиь. 228. 
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сафдоватетьно ларелиелепяледт АМ втрое больше параилелеиниеда АС 
И чакъ съ увеличенень втрое высоты параллелепипеда увелачится также 
втрое соотабтетвующй объем, ото второе услове пропорщональчости 
($ 201) И текъ объемы параллелепиледовь, лыфющихь равный оено- 
защя, двйствительно пропорщональны высотамъ. 


Предшожене 


$ 423. Оббемы прямоуюльныхе параллелопинедовь, пзлиощить 
равный высоты, пропорионильны основазиямь. 

Пусть Рон р овпачають прямоугольные параллелепиледы, им\лопуе 
общую нысотуе к положи мт, что бис, 6’ вс’ озванають бока основа- 
1ё отвжь параллещепипедонь” 
докажемь, 410 Р:р = 
$6: Ме Повтрониь парал- 
лелепипедь Р’ по тремъ пря 
им п, БИС; дня того 
построит прямой уголъ ВАС 
и отщожимь АВЕ=а, Аб 
а изъ точки А розставимь къ пиосковти ВАС первевдевулярь АР-=е 
наконец, зрезь точки В, Си Г проведемъ плоекости нараляельтыя 
хранякъ трегранцаго угла А, подучашь нараллеленииедь ($ 359), онъ 
ирзмоугольный, погону что в паралиеленииед& АВС уголь ВАС прямой 
сафковательно АЗЕС—праноугольникъ, притомъ плоскость вто пернеи 
дикудяриа къ ребру АО. 

Прямоугольмые иаралиеленииеды Ри Р’ изфють равцыя осиовени 
хоторыхъ бока суть днб в яБиовательно ихъ объемы иропорщюлазьны 
выветаыь спс 


Фиг, 999 


Р.Р =с@ 

Паралаезецииеды Р’и р икъють равымя основатя, зоторыхь бона 
суть @ и с’ слАдовательно ихъ объемы провордюнахьны высотань би 
У те 

Р р=р.й 

Перемножнвъ эти пропорщи и сократив обний миожитент Ф пер 

выЕъ двухь ялеовъ, получниъ 
Р р=46 $2 
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Предложение 


$ 424: Прямоуюльные параллеленитеды вообще пропорщо 
пальцы производенимь изв основами на высоты. 

Пусть Ра фо означают прямоугольные паратлелелипеды которыхъ 
ребра трегранныхъ угловь суть Л ВяС въ первом на бис 
во втором. 

Докажемь чтоР.р=АВ. С аб. с, 
16 А.В на. 2 выражаютф площади 
основан парзллелеаипедовь. Постреимъ 
трет параляеделииедь Р’ по тренъ ре- 
брамъ а, БиС (самое поетроеше про- 
изведитея, хакъ было показано въ предь Фиг 4230 
идущемъ предложен). 

Паразлелепицеды Р и Р имвють раввыя высоты С, сяфдовательн 
обтемы ихъ пропорщональны основашянь, те 

Р:Р' = АВ: 45 
Прамоутольные параляелепяиеды Ри р имфють равныя основаня 
#6 сльдоватеньно объемы ихъ пропоршональны высотам, те. 
Р р=С:е 
Перемноя ивъ эти иропориав, найдень 
Р:р= АВС ‘ас ...(1) 
РАВ С 
и @) 
= 8.6... (3) 
Посльдиее равенетво доказывает, что обаемы прямоуольныее 
зараллелетитедовз пропориональны произведено отномен  търету 
различныха роберз одною пауаллеловииеда кз ребрама дручио; п 
танимъь обравомъ иахождеше отношешя объеновъ двухъ прямоугольвыхь 


параллелелинедовь замфияется отъяспиванемь отлошешй премыхь дли 


или 


или 


Предложено 


$ 425. Оббемь прямоузольнию параллелетипеда расе прош 
феденио в10 основашл на высоту. 
Пусть У оввачаюм объмь Л Вин ребра трегранлаго угла въ 
15 
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прямоутольнонт, пералделениледв; положомь, что о озиачаеть объем и 

а ребро куба, прииятаго за 1-цу для изибреши объемовъ, слдовательно 

« пряиимается танже за [-цу. На основа предъидущаго предложешя 
У А.В с 

иметь = х 2х Е 

Отношейя А, Во. вайрутся  озыбрявъ ребра А, ВиС едини 
лею а, и какъ обыпиовенио Т-ца уе пишетея дЪлитедемь то, нредь 
иднцее выражейе прижетъ такой видь: 

УЕАХЬХЬ 
идя у =АВХ С. 
тд® проивзедете АВ можно нранять за нлощадь осповаши параллелепя 
педа, С будеть его высота, а произведене АВЖС покажеть, сколько 
разь кубъ о содержится въ даншномь параллелелипедь А какь 9=:1 
го получимь У=АВЖ С, 
т е. чиело нубпаныхь едшнить, содержащихся въ даниомь параллеле 
нипедв, равно произведению отвлеченоых» чисель, произшедиихь оть 
изыфрешя площади основашя его п высоты, причем за линейную еди- 
нину прянимается бокъ куба а за квадратпую едишицу, очевидно, грани 
того же куба. 

Наприиврь, воли Л ==5 дюзмамь, В2 дюйнамт и С дюймамъ, 
то площадь основана АВ равиа 5 2 или 10 а объемь У равен 
10.3, или 30 пубичнымь дюймах. 

$ 426 Слидетие 1. Неъ предъидущаго слёдуеть, ч10 оббема 
прямоуольнаю парпллеленииеди равень произведено прет ребер? 
со прераннаю ума, или произведению туежз 0 изивренй. 

$ 427. Ольдонее 2. Обемь кубь равень третьей сенени 
(ло ребра. 

Н действительно, объент куба, каяъ прямоугольнаго паразаоделиледа 
вь которому, ребра треграниаго угла равны между собою, равен произ- 
водешю трех равныхъ ниожичелей, кли третьей степени одного изЪ, иихт.. 

Ба этом осковаи получають отпошеня между кубичиыми мтрами- 
напримёръ кубиуная сажень = 73 изи 343 вубич. футамь, кубилный 
футъ -= 12: илл 1728 вубич. поймовъ и т. и 

Предложен. 

$ 428. Параллеленииеды иззиюцие равныя основания и высоти 
равномтрны. 

Совмфекимь изжшя осиоваши этижт паралаолепиледовь при мт 
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верх я осоновашя будут въ одной плоскости, потему что у паралделе- 
пипедовъ равныя высоты Для доказательства предложешя будем раз- 
личать два случая, снотрл потому, будуть ди верх основаны лежать 
между параллельныхи ихъ боками или пе будуть 

1-й случай. Параллелепииеды АВСОЕЕСН к АВСОШХЬМ хивють 
общее осповаше АВСО, а другЁя основания лежать между паралавльныей 
лишями ЕК и ЕЕ. 

Миогогранникь АЖМОЕ ебть призма 
потому что плоскости его АРЕЕ, АОМГ я 
ЕГМЕ пересёкаются по параллельным ли- 
Шянъ АО, 1М и ЕЕ, лоторыя ограничены 
параллельными плоскостями АЕГи ОЕМ 
наоскоети же эти параллельны о той ири- Флг. 281. 
чин& что онф лежать въ противуположвыхь граняхъ паралиелепииеда. 
Также докажетол, что многограннакь ВНКССЕ сеть дризыа. Призиы 
эти равны между е0бею 

Въ самомъ лёд, въ треугольникахь АЖ и ВНК, составяяющихь 
всвовашя призиъ, стропы. А=ВН, 4Т=ВК,, какт, противоположны 
бота въ парашаенотранмахь, и углы можду имя равны ($ 353); сл®до- 
вательно треугольники эти равны; грань АР—Вб@, граль АМ=ВЬ 
ц такъ грани, составляюнуя трегранные умы А и В въ этихъ приз- 
нахь равны и одинаково расположены, значить и самыя празны равны. 
Отнявъ эта равных отъ мпогохрантика А ВСОЪКЕГ, получинъ равныя 
остатки, т. е, параллелепипедь АВСОВЕСН — АВСГТКЬМ. 

2-Й случай. Пусть АЗС общев обнован!е двухъ параплелелицедовт , 
вархи!я ихь оспованя Г | ^ т —” й. 
ХРОН и ТМЕМ зо- 
жать въ одной плоскости, 
потому что высоты ла 
раллеленииедовт равны, 
Продояженъ бока ЭМ, 
МГ, ЕН и РС, тозви 
первевченя 2, 0, Ви 
В соединимь с007в%т- 
ственно съ А, В, С 
и О; получим парадле- 
лепипедъ АВСОРОВЯ 
мотому что его грани, 
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каюь продолжение граней Данныхь параялеленинедовь, иараллельны 
мелду собою. На основания предъидущаго случая, араллеленилелы АВОСЬ. 
и АВСРЬ равнои®рыы порозиь, пораллелениледу АВСОВ  слёдова 
тельно они равпомфриы жежду собою. 


Предложение 
$ 429. Обен всяказо параллелетитеда радвнь произведению 
610 основания на высоту. 


Пусть АВОБЕРСН даный паранленепиледь, пакобно доказать 
что объемъ ето равень АВОР Н гдф Н означает высоту паразлеле 


| перпендикулирно къ ПО въ плоскости АЗВОГ, 
нотомь чрезъ да® пересфнаюлияся пряныя ВМ я ВГ 
а также чрезъ ОМ.н О@ проведемъ плоскости, по- 
лучшиъ парзлледепипедь ВОЗЕММОР потому, что 
въ гранахь ВРи ОФ бока угловь Ви О парал- 
лельны; остальпыя же грани параллельны, какъ про 
Должешя травей дапнаго параллелепииеда; оба ови равномбрны, по- 
тому что у них общее осповаше ВОСЁЕ и равных высоты, Воз 
ставивъ  периондикуляры изъ зершинь прямоугодьника ВОММ хъ 
ето плоскости до переефчешя продолженною трацью №0, полученъ 
прямоугольный нараллеленииедь  ВОЖфею;,  дВйствительно трапи 
ЗМ и параллельны, пакъ продолжен лротивулежащихь тралей дан- 
тато параллелениледа, остальцыя грапи параллельны на основан предл. 
дожен я, ивпоженнаго въ $ 352; опъ прямоугольный, 
ибо грапь его ВОММ. прямоугольшинь, котораго пло 
окость периендикулярна въ боновымъ ребрамъ, я 
равкомёрень съ ВОММГСОГ, потому что у пихъ 
общее основан ВОХМ и равным высоты. Значить 
гв дапный паралявлеленеь АВОРН равномзрентъ пря 
Фит. 238 зоутольном? ЗОММл; по этоть посади равенъ 
ВОХМХ Н, сибдовательно и давный равепь ВОММ ХН но пряно- 
угольникь ВОКМ равном ренъ параллелограмму АВОГ ($ 253), слёдо- 
вательно данный лараллелепинедь равень произведеню АВОХ НБ. 

$ 430. Слюдствв. Пусть У по означають объены двухъ какихъ 
нибудь ивраллелепипедовь, 9 и 9—вхъ основамя, Ни # — высоты 
Имфемь У=ОН и 9—9й, отсюда 


УГ. 258. 
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4, 
Т ©. обемы ослкита параллеленииедовз пропориональни зройзве 
демямз изо основан на высоты 


30 Объемы треугольной и многотраипон ирязми. — Отпонетое объомовь 
двухъ призы, и въ особешпости кодобнихь. Объемы двухь хотразд- 
ровъ, иибющихь равномфришя осполая н равных высоты, равиомфрны 
между собою. 


Предложение 


8 431. Обвемз туреуюльной призмы равень произведеню ея 
основаня на высоту. 

Пусть АВОСРЕЕ треугольная приза. Проведя чрезь ребро ВС 
плоскость ВН параллельно грани АК, и чрезъ ребро ОГ каосжоеть СН. 
параллельно ураши АЕ, иолузвыъ параялозенипедь АВЯСН; докажень, 
110 данная призиа составааетъ половину этого параллелелицеда, ” 

Продояжиат ребра паралиеделиледа, отложимь 94-=АТ в черезь точня 
ди @ проведемъ плоскости, перпеядикулярныя къ ребру Фа, подучимь 
параллелепяподь Че ($ 394), онъ прямой; ибо его овновеню 4 
периендикулярно къ ребру а@ 

Тавь залъ АР-04, то @0==А4, ребра ВЕ и 66 призи® вот 
вЫтетвенно равшы ребрамь АТ) и а@ ($ 390), сафдовательно онц равны 
нежду с0б0ю, к Е Ве; по жоВ жа причинив С/С и 
Ну=бй. На осповаши: втого, если вывотимь многогран- | 
цлкь АВ@Сиейу въ РЕНЕабус ташъ, чтобы грань @ейГ | 
ховифотилавь съ грапью абус, вершина въ вершину, то 
боковых ребра ФЛ, еВ,... лявуть ло соотьВтотвующимь 
ребрамъ, потому что опи перпендакулярны къ совм%.- 
стившишея гранях; а шо равенству реберь ЧА==е0, 
5Е—Ве,... вершины А В @ С совпадут въ вер — . 
шиная 2, Е, Н, Е Поютояу мнотограпникь @/АВО= физ. 284 
аБОНЕ, а отшявъ отф нихъ общую часть АВСаБс найдем, что 
данная прязиа АВООЕЕ равиа прямой призыф абс@еГ. По той ве при 
чин призка ВСОЕЕН равномфриа прямой призы оеде/№; но эти пря 
ный призмы равны, потому что ишфютъ равныя оеновашя ег я ге/в, 
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и равиыя высоты, нанрияръ чи с; сяфдовалельно и призма АВС = 
призи8 ВОбЕЕН. 

Поэтому даниая призва состаяляеть половину параллеленяпеда АВОСН; 
мазвавъ высоту этого параллелепицеда, она же будетъ высотою данной 


призмы, бунвою Н, получимъ объемь АВССН =24800 > Ниши АВС, Н; 


слвдовательно объемь данной привиы-=АВО Х Н, т в. произведено 
вя осповашя на высоту 
Предложение 

$ 432. Объем: мноофанной призмы равен произведению вя 
оенованя на высоту. 

Возьнемъ какую нибудь призму АВСОЕ афсйе, объент ея назовомъ У, 
б осповае—@ п высоту— М‘ донажень, что У=0.Н 

Разобьень даппую призму на треугольшыя призмы, 
Дия этого чрезь ребра Аа и 04, Аа и Сс проведенъ 
плоскости; такямь образомъ искомый обтемь У равеиъ 
сумы объемовъ треугольныхь призиъ, а какъ объемт 
треугольной призмы равенъ вя основанно па высоту, то 

У=АВС Н--АСО Н--АРЕ Н 
иг. 95 ИИ У-=(АВС-НАСО--АОГ). Н 
или У=еН 

$ 433 СОльдстве 1. Пусть Уно означають объемы какихь нибудь 

призмь (я 4— ихъ основан Н п А—высоты Изъ равенствъ 


У-НОН 9=0% 
ииЗемъ 
У_9н 
эм 


т в. объены призиз пропорцаональны проиаведеняыма ихь оснований 
на высоты 

Если 9—0, то У:0-Н:Й, т, в. 0бены призмь, инпищить 
равномтрных основищя, пропорщональны высотамз. 

Ели Н=, 1 Уш=0:4, т ©. обемы призм, илмощиь 
„равный высоты, пропоущональны основанёлме. 

Нанокець, воли одновременно @ =9и Н==й, то У==а, т.е, призмы, 
Лючия равномърныя основавя % рааныя сысотыь, равномьрны 

Ирчиьчане. Въ предхожеши $ 432 и его сифдотам звилючается измйре 


116 изависимость объемовъ, опредфленныхь нь предъидущихь парахрафахь, по 


зому что ппраднелепипеды и треугольная иризыо состарлають частный случай 
иногогравлой призмы, 
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8 434. Ольдена. 8. Полотомь, что причины подобиы и Л ио 
означаютъ ихь сходотвениыя ребра. Равенство 
у_е.Н 


4 

выражающее отномен!е нетду какими набудь призыаши, вотфкетые ио- 
доби ихъ приметь другой видъ; въ саномъ дфлё, въ иодобныхь приз 
махь высоты пропорщенальны сходотвеннымь рабрамъь (} 415) а по 
щади основан квадратамь этахь реберъ, т. с. 


поэтому получны 


т. в, обземы подобныхг призм пропорионадьци пубамг стодетоен- 
нышь ребер 


Предложение 


$ 435. Обземы двузб чпетраэдровь, илиьюииика равнолнорния 
основищя и равныя высоты, равны между собою. 

Пусть въ тетраодрахь ЗАВСО и 506с основания АЗС и 4ёс равио 
уВрьы и высоты 80 и 50 равлы шеиду собою; падобио доказать, что 
тетраэдры равномфрны. Положинт, что тетравдры неравиомфриы и пуеть 
ЗАВС больше тетраздра заб. Разшость между объемами этдкъ тетра- 
вдровъ можно принять за призиу, которой основане равно треугольнаку 
АВС, а высота — частному отъ раздфлешя 
вя объема на площадь основания АВС, по- 
зожимь, что Оу равна этой высот. И 
такъ разность между тетраздрами выра- 
жаетсл произведеень АВС Оу. Раз- 
дваимъ высоты 50 я 50 ва одицаковое 
чивло равныхь частей, но такихьъ, кото 
рыя мешыше лини Оу; при такошь уёдо- Тяг. 236. 

и, покрайней рф одна точка дёленя 2 оридется иежду точеами О ку. 
Чрезь точки длешя проведем плобковти, параллольныя основаннит, 
велбдетве $ 420 заваючаемь, что сёчеше ПИР — @/, ЧН: = 9%, 
КЬМ-ЕЁйт. Чрезь точки В н С проведем пряяыя паразяельно АБ 
30 первойчени съ продолженными РЕ и ОГ, получииь призиу АВСОМ 
($ 389) Подобнымь построененъ подучамь призиы ОГЕР, 6Н1Ф, 
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Феи, Лич, ту а пай построены призмы КОМА, проведен ь чрезь вер 
ину $ плоспоеть паризлельную овиованто. 

Мы уже замбтили, что обчеши ОЕГ и 46’ равцонфриы, поэтому 
призгы ОЕЕР и ейи, имя равномёрныя основашя и равных высоты 
хакъ части дЪлещя раввыхь зысоть 50 в 50 равномврвы ($ 433); по. 
той же причинв призм ©3109 я ум КОМА я Мю равномёриы 
Позтову разность между сумшою призыъ, описанных около тетра эдра 
ЗАВС и виисациыхь вт, тетраэдув зайе, равиа прив АВСКМ` а раз 
цобть между тетравдрази или АВСХОу меныше призы АВСМ, ибо 
зетраздръ ЗАВС меньше сушмы описанныхь призиз, а тетраодрь 346 
бозыше суины випсанцыхь призиъ. Значать АВСХ Оу<АВСХ 0х, 
отоюа Оу Ох, что невёрно, сяёд. невёрно сдфланное цами иредно 
ложеме будто бы тетравдры неравном фриы 


21, Разложеке треугольной усфчеплой призмы Н8 три тетраодра. — Объем 
тегразхра, объомь пиражнды.— Объемъ уебчениоё празиы в иирамиди съ 
ларалаельпыми освозаилия.- Отношене объемовъ двухь пирамиды, и в’ 
особениости подабнихь 

Предзо жен!е. 

$ 436, Оббемз успченной туеузольнои призмы равна сумать 
объемобь трель летраздров», имтинитииь общее основал св усъ 
ченною призмою, а вершины из налодится вв вершинахв счет. 

Пусть ребра АД, СЕ и ВЕ параллельныя между собою, а ллос- 
хость ЕР ие параллельна АЗС, слбдовательно АВСОЕЁ  озпачаеть 
уобченную треугольную призму, за оепеваще которй 
применъ треугольнизь АВС. Проведя илоекость чрез® 
точки А Ви разиыь уофчениую призму па те 
тразирь АВСЕ, котораго оскозаио АВС и вершина въ 
Т, и пиранилу КАВЕО. Эта лосаёдиая ияранида плов 
костью, проходищею зрезъ точки А, Ри Е, разде 
лится на дпа тотраздре РАЗВЕ п КАРЕ. Иервый из 
№] цихь съ тетраздромь ВАВС иифеть общез ословашо 

Фиг. 77 АГВ и равныя высоты, потому что вершины пира- 
нидъ паходяИлоя въ Е и С, лежать на прямой параллельной 0610- 
ванио АВЕ ($343) 
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Гетраздръ РАФЕ равнонфрень сь тетраздромь РАВС, ибо ово 
вашл ихъ АО и АРВ равномёриы ($ 260, (1. ПЕ); а как вершины 
иирамидь Ги С лежать ва лиши СЁ параллельной плоскости оено- 
вай, то и высоты равны 

И тавъ усфченная призма АВСОЕЕ равка сумыв трехь тетразд- 
ровь КАВС ВАЗС ин ОАВС, поторые удоваотворяюгь усложамь пред 
доженя. 

$ 437. Ольдетее  Цоназательство предъидущев ип сколько не 31-. 
висить отъ ноложешя сфчены ПЕР относительно основашя АБО; но. 
этому предложение будеть вВрно и тогда, если офчеше ОЕЁ паразяельно 
овнованю, т, в. ногда многограннияъ будетъ призиа, а тогда разетоя- 
я оть вершииь О, Ви Г до ооновашя тетразкровъ АВС равны 
нежду собою, и тетравдры будуть равном®рны. 

Отеюда заклочавы», что треуольнал призма фазлавется на 
при равномтуные тетраздри, которые основатия в высоты оди- 
назовы св осмованемь и высотою призны 


Предхо женте 


$ 438, Обземз тепинедра равенв произведению изз е10 осно 
вая на треть высотия 

Пусть ЗАВО тетраздрх АВС во основале и 5О высота падо 
Коказать, что объемъ тетравдра У=/.АЗСЖ50 

Проведень прамыя АО я ВЕ параллельно ребру (5, 
а зрезь вершину 8 — плоскость ОБЕ параллельно осно- 
ванно АВС, получииъ треугольную призну АВСОЕЗ 
($ 389). На осповаши предъилущаго параграфа, тетраздрз 
ЗАВС составаяеть треть призны АВСРЕЗ; но объемно, 180 
призиы равень АВСХЗО ($ 431) сифдовательно объемь — Фиг. 238 
тетраэпра 


У—/Авбхо 


Предложение 


$ 439. Обземь пирамиды разенз произведенио изв ел основаня 
на треть высоты. 
Пусть БАВСРО данная пирамида, цазовемь ея объемь буквою Т, 
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осповаше — @ п высоту 50 чрезъ Ы. Надо дожазать; 
что У=!. ОН. Проводя пзоскости чрез ребра ЗА и $0, 
ЗА и 8С, раздьлинь пирамиду ва тетраздры, которыхь 
вершины можно принять совоадающини съ вершиною 5 
пирамиды сафдовательно высоты ихъ одинаковы съ вы 
сотою Н пирамиды 

бчевидно, что У=5АШГ--ЗАСО-РЫСВА паи, на 
основанм Предъидущаго предложения, 


у=ТАФЕ Н--ЗАСР.Н--4ОВА Н 
ош  У=ЖАОО--АСЮ--ОВА)Н, 
пли У = ОН 


Предложене 


$ 440 Обземз усъченной зпреуольной призмы равен произве- 
ден смея, порпендипулярнию иг боповому ребру на одну 
треть суммы боковые ребер. | 

Пусть ребра АХ, СЕ и ВЕ параляельны можду собою, сафдовательно 
многограниикь АВСОЕЕ веть убфченная призма. Проведещемь плоскости 
@ёс, перпендикулярной въ ребру АГ уббченная призма разобьется на 
ив® прямыя усбченныл призмы 025 Е и 26С, каждая изъ этих призиъ 
равна сумы трехъ тетравдровь, у которыхь общее’осио- 
ване абс, и вершипы находятся цая одной въ точкахь 
Т, Е, №; а ды другой въ А В, С {$ 436): а пакь 
ребра перпендикулярны къ освованио абс, то Фа сЕ и 
проч. будуть высотами этихъ тетравдролъ. Поэтому объ. 
виъ абеР = "лаве (а -- сГ + 28} в аб == Уе 
{аА - С Е 2В). Слояивъ эти выражешя, выведя 46с 
Фиг. 240. за скобиу п замётивь что аО--еА-АТ сР-6б=0Р 
х В 28= ВЕ, получниъ 

объвиь АВСРЕР=а% = — 


Предложение. 
$ 441. Обьем: усъченной пирамиды сз пораллельнылиь основа- 
эаями фавень сумль зпрехь пирамидь, у которые одинаковыя 
высоты сё усвченной пирамидой, в основащями служить сооты 
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влупсмеенных 98% обновиня усъченной пирамиды в средняя’ про 
порщонамная между ними площадь 

Пусть А? и 4 означають квадраты, равномфриые основашянъ 
усёченвой пирамиды, Ни # высоты тфжъ лиранииъ, поторыхь раз 
ность составляеть усфчонную пирамиду Уно 065ешы этихъ двухъ 
пирамидъ, а Ё высота усёченной т в, Х=НЬ-й. 


У=зА"Н а &, отсюда У— ЗН 0”). 
Наощади основанй убсфчепной пирамиды пропорщональцы квадра 
тамъ разстоян! ихь отъ вершины, слфдовательно 
АН, отоюка А’а—=Нй 
изъ посиёдней пропорщи няфень 


А А _. АЙ 

АА’ еда = . 

А-а а. , 
1акже ДЕ’ отеюда 4— ка 

Поставимъ оти величины въ выражено У, потушить 
ТА 
—=,. 
* 
отсюда У— 9—8 (Ааа) 
Ё ра Ё 

или Уаз Е. 3 Аа. :’ 


Этоть выводъ доказываоть предложене потому сто Аа готь средняя 
пропорщюональная величина между А? и @? 

$ 442. Выведемъ отшошоше между объенани У и ф двухь пи 
рамидъ. Пусть ©) и 4 означають ихъ основаны, Ни Я—выесоты. 

Ивафотно, что У/,ОН, 0—7/:9й; раздфливъ одно равенство из 
другое, получинь 
ан, 
© = 4ь 
т @ 068емы деухз пиромидз пропортональне произведезлиа ив 
оснований на высоты. 

Пожожниь =; нолушиъ У.==Н:0, т. в. 0бемы доу ви 
ранидь, пьющие равномпрныя основа, пропорщональны вы- 
вотаме. 

& положивъ НЕ, получииь У:0==0:4, т.0. обемы двужа пира“ 
205, амтющить равныял высоты, в ропориональны основишямь 

Ееди одновременно 0—9 и НЕ, то У=20, т. в, объели вира- 
иде, питюциия равнозиытия основаня в равния высотия равнии, 
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$ 443. Положимъ, чго пирамиды подобны, п пуль А на озна 
чають сходетвенный ихф ребра. Высоты пиранидь Но вё пропорце- 
нальны ребрань А ино ($3 414), а пиощади © и а—пвадратамъ этихь 
реберь, т. в 


НА, “_А 
ви чм 
Волбдегие этихь равенствъ, отношене 
у ев 
ав 
обратится вь слфпующее 
а 
та. 


г. в. оббемы подобныть пирамидз пропорциональны нубаме с109- 
ственныхг ребера. 


22. Показаль возможность вычислени объема какого пи есть миогограцинна; 
объешы подобныхь многогранннковъ пропоршовальны кубамь сходетвен- 
вихь ребер. —Понямя о правильныхь миотогралецкахь 5 исходящихи 
углани. 


$ 444. Мы показали слособы для изн®решя объемовь призиъ и 
пиранияь. Чтобы найти объешь какого нибудь миогогранника  разби- 
вають его на пирамиры проведешемь плоекостей изъ вершины мио- 
гограцника иди изъ какой пибудь Точки, взятой внутри 6го, п ВЫЧИиС. 
знютъ объень каждой пираышады: сумма этихъ объемовь составить 
объемъ даипаго многограшиика. 


Предзоженте, 


} 445. Обзомы подобныхь инокранииковь пропормонильны 
кубамь стодстаенныхе ребер. 

Мы вндбли ($ 434 и 443), что объемы пепобвыхь празыъ к ни- 
рамидъ пропорщональны кубамъ сходстведныхь пхъ реберъ: это-0б- 
щее свойстло вофхъ подобныхь многогранниковъ. Воть доказательство: 

Пусть Уно означают объены двух подобпыхь иногогранииковъ, 
А я а оходствелных ребра 

Изьвотло ($ 416) что подоблые многогранники жожно разбить на 
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подобных и одинаково равположенныхя пираниды. петь Га{Ги!г 
ИИ и Мот. г. означают эти подобвыя парады. 

Цедобныя пираниды пропоршовальны вубамх стодственныхт реберт, 
а лань ребра подобных мнототранпиковь пропорщональны между со- 


бою то 
И4=А%а8 В 1=А*. 08, Е! -==А% 0 ит р 
ем 


отеюра 


оифковательно 

$ 446. Правильнымь мнозораннииомь называется такой мно- 
зощаннико, 05 которомв всп зрани составлиють разные и пра- 
вильные мномтриниити, в такове всь двуфанные узлы равны ме- 
ду собою Наприифрь, въ убЪ вев трапи — равные между собою 
хвапраты и квуграмные углы, вакъ прямые, также равны между со- 
бою‘ слёдовательно кубъ--правильный шеститранкик 


Предхожоние 


$ 447 ЛПравцльные мнокеранниии моцить быти томно пять 
919065. 

1) Вообравинъ, что трани правильнаго этоготранника суть правиль- 
пые треугольники. Каждый уголь этого треугольника равегь 2/;, при 
иная правой уголь за одиппюу. Сумма плоснихь угловъ около вер- 
шины многогранпаго угла веегда иеньше 4-хъ; поэтому углы правиль- 
паго многотранняка котораго грани правильные треугольники могугъ 
быть 

трегранние, об 2) 34, 
четыуегранные ибо °/ . 4<4, 
плтиеранные, — №бо °/,. 394. 

Нельзя допустить существовало шестегравныхь, семигранныха ит 
к угловъ ябо /.6-4 а 2/..1, 2/,.8 и т. д. больше 4. 

И такъ правильные мпотогранники, которыхь грапи правильные 
треугольники, могутъ быть не болёе трех видовъ. 

Правильный тетраздре,—опъ ограпиченъ четырьмя правильными 
треугольнилани, в углы трегранные, 

Озтаздрь — отранячень осънью правильными треугольниками, и 
углы его четыреграпные 
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Икосиздрь-—отраничень двадцатью правильными треугольниками н 
углы его пятигранные. 

2) Пусть трани празильнаго иногограниика будуть квадраты, углы 
тавихь многогранвиховь могутъ быть только трегравные: и дбйотви- 
тельно, етяма их плоских угловъ меньше четырохь прамыхь, а четыре 
транвые, патгранные ит, д. углы невозможны, потому что сунма ллосвихь 
лхф угловь при вершин не будетъ меньше 4 прямых. И танъ из жва- 
дратовъ возможно составить только один® видъ правильныхь многогран 
никовь иненно #05 иди эксаэдуз. 

3) Положимъ что граци правильнаго многогранника суть правиль- 
ные пятиугольнякй. Уголь этого иногоугольника равен 28. вии‘/, пра 


маго, Узы такнхь многогранниковъ могутъ быть тодьно трегранкые, ибо 
9.3 < ай. 4, И.Б ит. д. больше 4-хъ. И так изъ пра- 
ВИЛЬНЫХЬ ПЯТиугольниковъ возможно составить только одинъ вирдъ пра 
вильныхь мпоготранниковь, додехаздуь; овъ отраничевъ 12-0 правиль 
зыми иятиугольниками, углы его трегранные 

Других правильвыхе многогранников не можеть быть Въ вамонт 


Два уголь правильнаго шестнугольшика разенъ Е пли */, прямато 
& */3.3—4, сыбдовательно, уголь трегранный невозможель и подавно 
невозноженъ уголь четырегранный, плтигранный и т. д. 

Изъ правильныхь 7-ми-угольниховъ, 8-мЕ-угольнихевь и т. К. но- 
возмож составить правильных многогренниковь нотому, что угхы их 
больше углевъ правильнаго шестиугольцикя. Въ самом Вл, Фей 9 
означает число угловь правяльнаго многоугольника, то 


2 (7) ия 2— 4 


я 
выражает поднчииу яазжкаго угла и какф съ уяеличемемь чиеда угловт 


4 
п, величина утла 2 — -. уведичивается, а утошь правяльнаго итеств- 


утольнива равенъ “/, то уголь воякаго правильнаго многоукольника 
зотораго числа боковь болыне пувети, будуть больше Из. 
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ОТДЬЛЬ ДЕВЯТЫЙ 


0 квуговыхь тёдахуь 


1. Прямой цилиндрь, прямой ковуеъ и шаръ. — Сёчев!е иллипдра плоско 
етлып, перпепиикулярными и параллельюылит из оск. — Офчене конуса 
ллоскостью, перповдикулярною къ его оен, и плоскостью проходищею 
зреть ось. СУчеше шара. —Касательная илоскоеть. 


$ 448. Прямой цилиндр весть пиьло, образуемов обралцевемь 
прямоузольника около одной изу в10 сторонз, пришимаеной за не. 
подошиеную. 

Вообразииъ, что прямоугольникъ АВС обращается около стороны 
АВ, которая остается неподшижною стороны ВС и АП при этому 
движеши, будучи перпендикулярны къ прямой АЗ, зъ 
точкахъь Ви А должны лежать въ одной плоскости и 
опишуть вруги. Круги эти павываютой основавялми ци- 
линдра. Прямая СГ’ пазываетсн иронзоодящею, — она 
описываеть зелюндримескую нан боковую поверлчость 
цилиндра Ненодвижнал прямая АВ называется осыю ци- ся 43. 
лицура. Прямоугольнихь АВСП называется хронзводящимь примо- 
упольнитомь, Высота цилиндра опредфинетея разотоящемь мевду 
его оеповашями; сафдоватедьно высота прамаго циллидра равна его 
оси или производящей. 

$ 449. Прямой понусз есть тли, образуемое обращещеме 
прлмоузольнаао треуольника около однозо изё ег катетовз при 
нимаею за неподависный. 

Зеобразимь, что прямоугольный ‘треугольник АВС обращается около 
катета АВ, который остаечся иеподвижные; другой катотъ АС опишет 
хругь, котораго цеитръ въ А,--этозть пругъ называется ы 
основазйема конуса; плотенуза ВС опишеть коническую 
поверхность пли боковую поверхность копува; точка В 
пазываетоя сефешиною конуса; разетолее между основа. 
щен и воршиною называется высозтою конуса, —оша 09- 
вадаеть съ ноподвижнымь катетомъ, который пазываетея 
осью копуса. Треугольникь АВС называетсл 2/рошяводя 
чуимь треуоленикомз, фиг, 243 
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$ 450 Шар есть тью, образусмое обращешемъ тозуяруга около 
ео Пащетра, принимаемаго за неподвижный. При этонъ двяжеши, по- 
луюкружноеть опишеть иаровую наи сферическую поверхность. 

Очевидно, что 866 точки шаровой поверхности находятся въ рав- 
ныхь разотолыяхь оть цвитра производящей полуонружиости; па этомъ 
опованик говорятъ: вере есть тфло, ограпичениое поверхноетью, лото- 
рей вов точки раяно-удолемы отъ одпой точки, называемой чентромь 
мара 

Веяпвая прямая, соединяющая цецтръ тара съ ха#0. увбудь точкою 
ето поверхпости, назызаетея рад усоме шара. Прямая, проходящая зрезъ 
нентръ шара и отраннчелиая его поверхностью, назызаетея Я аметромь 
нара 

$ 451. Сьмене цилиндра плоскостью, параллельною оси есть 
прамоуюльниив. 

Пчеть плобность ОРСК параллельна оси АВ, и слёровательно пер- 
пвидилузярна къ осцованно ($ 373); овчешя ел съ основа- 
ями будуть прямыя № ин КС; докажемь, что сёчешя 
я съ цилипиричеекою поверхноетью танже пряный  Во- 
образихъ, что производниий пряиоугольникь АВСО обрё- 
щается около оби АВ: ногда точка Г производящей РС 
ми прихоть въ Г, то производящая ОС будузи перпендику- 
лириа въ основано, должиа лежать въ ихосвоети ПРАСК; ибо плоскость 
ТРОЕ п основе цалицира ззаимно перпендикулярны ($ 370), И такъ, 
уропзводлщая ОС, придя въ Е будеть паходиться въ одно время на 
цилиидрической поверхноети и на плоекостн ПК, значить, она при. 
цадаежоть обчешю этих поверхиостей; сафдовательно плоскость ПКСТ и 
цилинараческая поверхность пересвкаются по прямыхъ лиян Т@ и 
1К. Эти ипий, какъ ироизводящы, перпендякуларны хъ основашю, н 
слёдовательно параллельны между собою: а канъ ПР н К также ларал- 
лельны между собою ($ 347); значитт, четверосторопникь РЕК, — пара- 
лшелограмиъ; онъ ирямоугольикъ, потому что ЕС, будучи перпенди- 
кушяроа нъ плоскости основамя АОХ, перпендикулярна икъ прямой ТТ, 
проведенной по шей чрезь обиоваше перпендихуляра. 

$ 452. Ольделое. Стчеве цилиндра, пуоходищее чрезь ось, 
есть прлмоуюльникь. 
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Предложение 


$ 453. Оючеше милиндра плоскостто, перепндикулярною 1: 
оси, ть круть, равный основано 

Пусть плоскость РЁ перцевдикуияриа къ ой АВ, слёдоватевьо 
параллельна основанйо ($ 345); пусть О озшачаеть перзейчена этой 
плоскости съ 0ыю: докажемъ, что сАчеше есть кругъ, которато центръ 
въ 0. 

Возьыемъ на перссфчеши плоскости ЕРИ съ цилиидричесвою по 
вархиостьыю кана пибудь кв® точки Ви Г п проведемъ плосностл чрезъ 
065 А и точку Р, также чрезъ АВ и точву 12: иайдемь, что пере- 
обченя ОР и АЕ параллельны ($ 347); РЕ в АО тавже парахлельны, 
иа основан предъидущаго предложена, лоэтому ОР-==АГ. Точно так- 
же доважетея, что ОЕ-АШ; а тамь накъ АР я ЛО равны, како ра 
Мусы основания, то ОЕ—ОР. Тощи Е п Р взяты произвольно па 
пересфчени; лоэтому воф точии пересбчешя плоскости ЕРП съ цилии- 
праческою поверхностью находлтоя въ рагных® разетояшнхь отъ точки 
О, сабдовательцо это пересфчеше есть окружность, которой центр в! 
©, Кром тото, рамусь ОР равешь рамусу осщовашя АЁ; стало 
быть окружцости и круги, описашпые ими такяе ра пы 


Предложенте 


$ 454. Оъчете зонуса плоскостью перпендитулярною ив оси, 
есть вру. 

Пусть плоскость ГОО перпендикулярна кв оби, О веть точна пе 
ребфчийя ея съ осыо АВ; дохажель, что ГОТ) —вруг% хотораго центрь, 
въ О Соединивь дв лроизвольныя точки опружиости осповашя, С и 
Н, съ зершиною конуса В, найдем, что пуямыя ВОиВИ, 
кагъ производяния, вотрётять линию обчент въ точтахть | 
Т и б. Проведя плоедости чрезъ АВ и ВН, АВ и вс} 
Тезучемь паралленьныя софчени ЛИ и 60, 4С и ГО 
Позтону изъ треугольниновь ЛАВЫ и АВС имфенъ 

АН:00 = АВ:ВО, АС:Х0О=лВ.ВО- 
отеюда АН:60=АС:Р0 


Фиг. 294. 

Предъидуние лены этихъ отнощешй, АН, АС, кзкъ рамусы осповашя, 

Тевиы между собою; сяфдоватольго и поехёдуюние члепы уавпы, те 
60=го 


18 
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Я тавъ двф точки Сп Г сфчени ГОФ равпо-отетоять отЪ точки 
0; также объясним, что и всё точви сфчешя имфютъ то же самое 
своветво сивдозательно это сфчене веть пругь 


Предложено 


$ 455. Съчеше конуса плоскостью проходящею чрез ос’ 
есть равнобедренный тувулольникз. 

Пусть сфчеме ВЫК проходить чрезъ ось, перебёчения ого съ осно 
вашемъ будет врямая НК: падобно доказать, что переофчешя съ кони- 
ческою поверхностью будутЪ прямыя. Точки Ва Н принадлежать обфинъ 
поверхиоетянъ, сифрозательно производящая ВН также принадлежит 
пыъ; значить пересфчеше сЪкущей плоскости съ коничесною поверх 
хостью будеть производящая ВЫ ‘Такимъ же образомъ объяспится, что 
производящая В составляет пересёчен!е тьхъ же поверхностей; зиа- 
чить ВНК есть треутольникь, въ которомъ бока ВН и ВК равиы, 
занъ напловцыя равво-удалениыя отъ основаня перпениикуляра АЗ въ 
паоскости основан. 


Предложение 


8 486 Съчеше шара плоскостию веть круз. 

Изъ центра шара О олустямь перпендикулярь ОА на свкущую 
плосностью АВС; докажень, что сфчвне АВС воть нругь, котораго 
центрь въ А 

Произвольных точни В и С паресфченя соедипимь съ 
точкою А и проведем раусы шара ОВ и ОС. Треугольнаки 
ЖАЗВО и АСО прямоугольны, при т0чдё 4, лотону что иер- 
Фиг. 448. Иендикуллръ ОА къ ллоскоети АВС перпевдякулярень я до 

зоВыъ прямымь, проведеннымь по втой плоскости трезф его осиоваще; 
въ этихь треугольникахь пиотенуза ВО=СО, какъ рашусы шара, 
татетъ АО общ обоинъ треугольшикамь, —сдёдовательно и остальныя 
сходственный части равны, АВ=АС. И такъ, точки В и С равпо 
ототоять отъточни А; а вакЪ втл точви взяты произвольно па перес%че- 
ви поверхности съ шаровой обнущею паоскостью АВС, то можпо сла- 
зать, что и всё точки лини оёчевя ВОО равлю-отстоять отъ точки 
А, значить эта дишя есть онружность, а вамов обчеше--яругь 
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$ 457 Ольделийе Изъ прямоутольшаго треугольника АВО либемь 


В0:=АВ?--А0*, 
значить, сумма нвадратовъ ли й АВ и АО-постояниаял, имешио опа 
равна квадрату ражуса шара” отоюка слфдуеть что съ упеличешемъ 
одной изъ двухъ лиш, АВ инл АО другая уменьшается, и обратно 
Пзъ этого затиочаемь: 

1} Кругъ, пронешеднай от сЗченя шара плоскостью увеличивается 
по мФрз приближешя ео гъ центру шара и обратно 

2) Съчеше, проходящее чрезъ центрь шара, пыфеть общий центръ 
и рамусъ съ шаремь, п ошо больше зелкаго другаго сфчевя, которае 
16 проходить чрез, центр шара; потому что дая сВчешя, проиехови- 
щаго чрезь центръ шара, разстояне ЛО равно вулю. 

8458. Основываясь на предъидущемь замфчаши, подраздвляюту 
круги па большие п малые. Вругт проходащй чрезъ центръ шара, 
называется болмниме крузоле: а тотъ, который ие проходить резь 
цептр» тара, называется малым круз. 

Изт опреджлешя большихь круговт, слАдуетъ: 

1) Ве» большие крузь одною шара равны между собов 

2) Большие крути взаимно дълятся пополаме; потому что ихъ 
перасёчене проходит зрезъ центрь шара и, слфдовательно состав 
лявть манетрь, общ обонмъ кругамъ. 

3) Шорв и ею повертность большим круюме раздъитотся 
пополам. ДЬветвительно; перевериувъ одну изъ двух частей дёлешя 
шара и совифотирь большой другь этой части съ большииъ пругомт 
другой, найдень, что Моверхпости этихъ застей совмфетятсл; въ иро- 
тивиомь случа, точии шаровой поверхности по быля бы въ раввыхь 
разотоящяхь отъ центра шара, 


Прекложенте. 

$ 459 1Млоскость, перпондивулярная из радусу цари вв е10 
хонць, льъеть одну только эту точку обицую сз шировой по 
верностью. 

Пусть АО озиачаеть радуеь шара; чрозт, его топедт А проведемь 
плоскоеть ВС перпендикулярно къ ЛО Пропзволь- 
ную точку Г плоскости ВС соединииъ съ цептрохь 
О — получимь паклониую ОБ къ плоскоети; 
сльдовательно ОО больше перпевдикулара АО; а 
какъ АО воть радусь, то точка ПО лежить внь РР 


Ша — 


шара. Сиазаниое о точк8 Г) отпосдтоя по вби точламь плоскости ВС, 
пром точяи А звачить, плоскость ата дЪйствительно имлеть одну 
тозько общую точву съ шаровою поверхностью. 

Плосность, пмющая одну только общую точку съ шаровою ловерх- 
настью, называется хасенельною плоскостью къ шару. Поэтому, #.лос- 
кость, перпендикулярная 1. радбеу шара вв его конц, каса 
знеленая кз шару. 

$ 460. Ирамая, иммощия одну только общую точку ср лииро 
вой повеусносвимо, называется касотедльною мибею кз нару. 


Предложение 


$ 461. Ласателныя лини кз шару, проведенния изь одной 
точки, равны между собою 

(Длины тасательныхь считаются отъ общей точки до точент ка 
ваи). 

Пуль АВ п АС пасательныя кь шару, падобио доказать, что 
АВ=АС Чрезъ точки А, В и центрь шара О проведеюъ плоскость; 
сВчеше ея съ шаромъ будеть большой круг», къ 
котерону ЛВ будетъ касательною, потому зто АЗ, 
вавъ васательная пЪ шару, ПМЖОГЪ СЪ кругомъ дну 
только общую точку В; ие той-ме причин АС бу- 
деть  кавательна въ опружиости, проиешедшей отъ 

Фиг, 245 переобченя шара плоскостью , проходащею чрезъ точил 
А СнО. Велвдстые этого, ВО перпевцикулйрна къ АВ и СО пер- 
нендикузариа къ АС. Въ правоугольныхь хреугольникахь АВО и АСО 
хпотенуза АО--общая, паттъ ВО=СО —сабдовательно и остальцьи 
ватеты равпы, т в АВ--АС 
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2. Поверхпости н объемы цилиидра и копуса, — Отношешю нежду поверх- 
востлуя цилнняровь и- между чхъ объемами. — Отиомешя между иоверх- 
постяиы Бонувовь п между объемами этихь тБль. — Шоворхноеть усБчен- 
ваго копуса, 


Предложен1е 

у 462. Фожован новержность цилиндуи равна произовденю 
окружности основал на производящую; объем цилиндра равен 
произведению ею основеиийя на высоту. 

Мы уже зпаемь, что окружность ножло пренать за периметрь пра 
вильнаго многоугольника, котораго бока безкоцечио-малыя лиши; вод 
ет этого допущешя, циляширъь можно принять за прявую призму, съ 
безконечнымь числомь граней, которой основание — правильный мно 
тоутольникъ съ безконечно-малыми боками, а боковыми ребрани служатъ 
производящи. Но боковая поверхность прямой призыы равца, произве- 
денио периметра обнованя па ребро; выражен это ие зависить оть 
числа граней призмы, сад. боновая поверхиость цилипдра равиа провз 
зеденцо онружноети оспованя на производящую 

Объенъ призиы равепь произведению оя основашя на высоту и это 
выражен! не зависить отъ числа граней призиы, слфковалельо и 
объемъ цилиндра равсиь произведеню его основашя на высоту. 

$ 4683 Поверхность навываетея сыпуклою, будетъ ли она мпото 
трашная или кривая, если въ первсфчеши ея съ ораною линюю нельзя 
получить больше прухъ точекъ. 

Аксюома, Волкая эзоскал фура нение выпуклой поверановти, чапмощей 
6» ней общей обобь. 

Предложен{е. Белкал сыпухаал новержность менииа объляюще вето 
черлности, сваи объ изамоть обиёй обвод. 

Пазовемь, дал краткости, данную вмнуклую поверхность боухзото А, & обл 
смдющую се—буквою 3; вадобно хоказать, что АСВ. Очевидно, что ъф чиел& 
злюжества поверхностей, объемлющихь поверхность А. и имбющихь обнйй съ 
ней обводь, должна, быть одна наимепьшая, т. е. тахаи, поторан мелыше вофхь 
прочпхь; поэтому, если докожень, ч1о дли всякой выпуклой иоверхноети С, 
объемлюшей поверхность А, при общемъ обводь, всегда найдется поверх ность 
меньшаи иоерхцости С, то отсюда завлючимъ, ччо понорхность А—паямопыьная 
и суВловагельно А-В. Проведоыь плоскость между поверхностини Ся А, зажь, 
чтобы она порсефыа поверхность А, эта плоскость пересфчеть поперхпость С 
ио лини, которал будсть служить общимо обводомь дл отсфченлой позорхпости 
оть С и дяя илоской фигури; слбдовательто, на, осповаци прежъилущей аноомы, 
эта ностёдияи менышо нервой. Замбниюь огр часть обтемлющей поверхности, 
поторал отойченя отф С, итоскою фигурою, получимъ новую обземлющую по- 
верхиость, которая цоньше С, что и сафдовадо доказать, 
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Прехлож еп16. Молная нобержиость иизиндра Фолыще позлой поверх. 
ости волков ванелнной дв ней призмы и меньшие полной подержиости описияно 
оризмы около чилиидра. 

1} Чтобы випелть ириззу пт цилиндр, плишемиь аногоутовь- 
пииь АВСОЕ въ одиоиъ изъ оснопаюй цилиихра и изь веру 
шивь этого многоутоньтика позставиив перисндикулиры к 

то плоскости, —ве% ошг будуть проязводящими и леросфкуть 

окружность другаго оспопая вв точках А’, В', С'...; прот 
води примыя А’В, ВС’, С"1У.., подучизиь оннесннию ризы, 
{$ 339. АЗСБЕА' ВСР, 

Па основа иродъидущей акеюмы, каждая пут боковихь 
трапей призмы, нахримрь 306’ В° меныме сооттотвующей 
части цизмидрической иоверхности 00’ выботВ съ 
двумл сегментам ВЕСВ и В’ С’ В’. Поэтому бокопал поверх- 
ность призы мельше боковой поверхиости цалиадра, сложенной 
съ суммою сегмеятовъ обонхт основашй, отофчениихь оть вругозъ боками мио- 
тоугольниковъ; а придавъ хъ оббяму частямъ неравенства оба оспована призы, 
пайдемъ, что полная поверхность цилиндра больше полной поверхности призуы. 

2) Чтобы описать пряззу около циаиндра, ошишемъ мнотоусольиииь около 
одного 1зЪ асповашй пилинлра, а изъ точек, касаши возотавимь перпендику- 
зари къ ному до пересфчепы съ друтимь основаломт, в чрезъ эти точки пере- 
съчеш и проледезь касательных иЪ оспонано; тов полузитея миогоугольлию 
онислннят, котораго бока параллельны соотиётетвен- 
лымь бокамъ другаго мпогоугольниие; ваковецтъ, про- 
зедешемъ илоскостой чрезь каждую пару уцомяну 
чыхъ боковъ, получимъ описонпую призму. 

Таръ како полая выпувлля позерхиость мевыие 
объемалицей поверхности, если у нихъ общий обвод 
{стр. 245, предложено), то, рзлематривал части ци- 
липярической поперхвоети, заключеиюпулея междР 
производищиыи а и 66’, В с ит. д, найдем 
110 вынуклая поверхпосгь аб’ ВВ ВЫиВ- 
„лот, «Вр-- площ. В", тавжевыиукая поперхпость 

поби ВОбии--ссоии шлют. бе-Нилотк. С 
; ит. д. 

Сложизъ отн неравенства и иридавь вл обфихь 
частлиъ ла, круга освовав!{, вайдемт,, что полная поверхиость цилиндра меньше 
полной поверхности описавлой; прязин 


Фиг, 245. 


Фиг. 47. 


Продложенте, Холная поверхность цилиядра равна произоеденю окруж 

дости обновеищя ни сумму пронзводащей цилиндре и родууса основания, 

Пусте 8 озцлчаетв полную поверхность цилиндра, Н сто высота она Ве 
и производящая, В-радусь осповани. Надобао доколать, что 

В=2= В, (Н-П). 

Впишове $ осломийи и оплшему охошо него правильные мпогограпники 
оди никовато чиоай сторошь, а но этизиь мтотоугольшикамь постропзь примыя 
призим, виисанную и описанную; у выхъ булеть общая высота БЦ съ цилиндромъ 

Пусть Р означаегь периметрь описана, мпогоугольнива, & у— виясаннаге 


— 247 — 


гри чекъ В будсть аповема перваго, & букрою ® назовемъ алоевиу виисаннаго 
многоугольника. Назвавъ буквами © и 4 поллыя поверхности олиезнлой и впи- 
санной иризмъ, получиыь а 

==1 Н-+2.Р5 РН 


ПЕВН-Н.Р $=Р (Н--) 

Разность Р {Н--В)-Р(Н-") можеть быть едблапа, меньше велкаго даннаго 
количества, иотому что съ удвоешемъ числа боковъ основав прязиь, разности 
Р-в и 'Н+Я) —{(Н--") нли В-—г можно сдфлаль бозколечио-малиии *) Мы уже 
доказали, что полван поверхность цилиняра 8 заключается между полными по 
верхвостлми призыв, зипсанной а и онисашпой @ около цидиндра; а кахь раз- 
поесть 0—9 безконечно-маяал, то и розпость между Фи 8, такве 5 н 4 можеть 
быть сдёлена мевыше волваго даннаго количеетра 
Поэтому положизгь 


б-На 
тд © безконечно-махое, 

Но 9=Р (Н+Е), притомь Р=0--В ($ 304), гдё В- безкопечио малое & С 
означает окружпость ословаяйя, слёл. . 

9=(0+8) (Н-+-=) 
из ©=6 (Н-а) +В (Н+-В) 
Итокь 8-а-=6 (1--®-В (НВ) 

ВФ этомъ разепетвВ 8 и О (ШВ) суть поотояиныя, и я В (И [без 

конечно малыл {$ 297); сабд., па осповавш 8 298 получянь 
8=0 (и. 

Слздсетв!е. Чтобы получить боковую поверхпость цилиндра, ножобло 
нэ полной поверхности 2=8(Н--В) лли 28 Н--2яЯл вычесть два осповаил, т, е. 
2= Ва, получиыь 27ВН. И ТОБТ, боковал иовераность цилиндра равна пуюизведвнво 
окружности осповонфя зе производящую. 

Предхожен! о. Обьемь цилиндр давень вро аазеденио площади 00 060 
вашйя па высоту. . 

Пустьу означаель объемь цилиллрь Н-—его вывоту В--радусь оспозазя" 
докажемь, что У--тА?Н. 

Въ дапномь цилиилрф виишемъ и опишем» около него по призмф, хото- 
рихъ ооновыйя правильные миогоутольнихи одинаковато число боков; пусть 
Учи М озпачаютъ объемь и оспован!е опясапной призмы, е я — объемь и 
основа е ипислацой иривиы; Н будет общею высотою дня приань и диляндра 
Извфотпо (8 482), что У-=М.Н, 

—и.М. 


*) Действительно, сели розности А—анВ—2, комдая бозпопечно-нази, то легпа 
хопазоть, что разность АВ—аБ будеть безконочно-малвл, Пусть В--р=, ея до- 
вотельно В=в--, потому АВ-=АБ--Аа; а отилвъ оть обфижь частей шо 06, пО- 
лучииь АВ—06=А—а) | А». По условно А-а безкодечно-нолое количество; 
} обыкновенно новрастаеть, но не до беаконочности, слёдоватеньно (Аа) 6 бу 
дет бозноночно-малое; злень Ал такие бовгоночно мазый, потому что & или 
В-Ь, по условно бевкопочко-калое, а чиело А обыкиотвино уменыцастсй, слФдо- 
затедьно ЛВ— 90 букеть бозкопечно мвлое. Этимъ замфчашемь мы будомь поль 
вовоться и въ послбдеть:и. 
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Разность МИ-тИ пак И (М-») можеть бычь схёлана меньше венкато 
даннаго воличестьа: стоить хозько уднаивать число сторонь съ оеноваяяхь 
ирчзмгь. Очевидио, тео объемь цилитдра У болыне объема › винодилой призмы 
и меньше объема Усоцихааной призны; ® кавь разность объемовь призыъ 
\-—5 можеть быть сдфдаиа меныне ислкато данпато числа, то и уааноеть объ- 
емовь Ут и Т будеть безвопечно 34106; поотому нотожимь, чо 

о Ум 

Но У:-М.Н, притомь М =в-3, тд з означает площадь круга основан 

цилиндра, © В бозконечно-малос; елбд. У: (5-28) И наи 


У=81 1-8 Н. 
УИчавь У+{и=8 НВ Н 
осеюда ($ 288} У=.В, 


$ 464. Ольенее 1 Пусть В п 5 взначають боковых поверхиости 
цилинпровъ, В и ^--райусы пхь осмовашй, Ни № высоты или про 
ивводящя 
На основаши пуедложешя, изложеннаго въ $ 462, лифень 
ВЗ=2=Н и з==2ией ` 
огсюда 5 ВН, 


РыМ 
повтому боловил поверхности цилиндров пропорциональны произ 
водищимв прямоузолинитиме. 

Ешми В=:^, то предъидущая пропорщя обратитья вь $.3=Н.й 
Т. 6. боовыя поверхности цилиидровг, плльющихь равнив осно 
вия, пронорщоналуни высотам. 

Положивь Н-=Й, нолучинъ 65:7; т 6, боховыл повереностив 
цилиндров, излуощихе равныя высоте пропоршоналины раду 
сам основана. 

ели положить одновременно В-—^ и Н-=й, 10 5==8, 1. 6. #04 
68 сравниваемыхь цилиндрать радусы основана в высоты равны, 
110 в боновыя повертности токе равны, 

Ольденийе 2. бетаваяя прежня зоачеша буквь Пиз Н ий, 
назовомь чрез У и © объемы цилиндров: полулимь 


\=аВ2.Н и 9 п7®.й, 
отоюда у. ^ан; 
У м. 

т в обеми цилиндровь пропормонални произведенлиь ит 
оснований на высоты. 

Феля Я=», то У;0-ЕНСЙ, т. в, обемя цилиндновь, им моннить 
‚равныя основин!я, пропорциональны высотам 

При НВ, ужа? ли? ди УЗУЕВА:*, т. в. оббемы цилиндров 
зопьюциие равныя высоты, пропоршанилины квидратамв раду» 
7085 оснований 


5, т. в обземы цилиндров, 


Если одиовремение В=и, 

ноющитв равныя основаня и высоты, равны между собою 
Предложен! е. 

$ 465, Боковая поверхиость попусе равна окружности осно 
вил, умноженной на половину производящей. Обземе конуса ра 
бен влощади ео основишя, умноженной на треть высоты. 

Принявъ окружность основашя за периметрь правильнаго миогоу 
зольника съ безконечно-малыма боками, найденъ, что кокусъ воть пра 
вильшая пирашида о безконечиомь числ граней, которой апоовма равиа 


приизводищей 

Жо боповал поверхность правильной пирамиды равна половииё иро 
азведешя периметра основаня на алоосму. Выражеше это ив зависить 
оть числа боковыхь граней пирамиды, поэтому и боковаи поверхность 
монуса равиа половин произведешл окружности основашя на произ 


водащую. 
Объень пирамецы равень одной трети произведешя осповашя на 
высоту; значить, и объень конуса равенъ одной трети произведения 


основашиа ма высоту, 

Предложен! е. Иалная зозержноеть хонусй больще полной повертноет в 
впиванлой въ ней зрамиды в меньше полной поверлностиь отибанной пирамиды, 

1) Чтобы внисаль пирамиду въ конус®, виинемъ мно- 
зоутозьныхь въ ея основаши и зрезь бока АЗ, В0,... и вер- 
шину Бонуса Т проведем»ь плоскоми; такъь получимь вии- 
саивую пирамиду ТАВСО. 

“Греугольвикь АВТ мепьше соотвЪтетвующей ему кони- 
ческой поверхности, сложенной съ крутовымъ сегмептонъ АВА 
<акоюма сир. 245); томе сважемь н о ирочихь треугодьни- 
кахъ, сиЗдовалельно боховен поверхаость инрамиды-мельле 
боковой поверхпости козуса, сложенной с сунмою сетмевтовт, 
отрзанпихь оть пруга основыци боками АВ, В0С.....; & ири- 
давь къ оббцив частям норавенотва площадь многоугольнике 
АВСП, найдемь, что полная поверхность виисаиной пирамиды 
меньше похной новерхвости конуса. 

2) Чтобы описать пирамиду около конуса, опл- 
щеиь миотоугольликъ около ето оспованл и проледемь 
цхоскости чрозъ каждый бокв этого мпогаугольниные н 
вершину Т. 

Ца осповони изввелнтого предложегия (страт. 245), 
часть выпуплой поверхности вонуеа айТ менние объем- 
лющей ое аВТ--ЬВТ-Есегмен. ай В; тоже скажемт и о 
хругихь чоогихь конечоской иов рхиости 661, саТ 
и @аХ; слёдоралольно боковая поверхность колуса 
мепьие боковой поверхпости пирамиды, увеличенной 
улощадями, воторыя заключаются между олисанным в Фиг 249 
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многоухольтииомт и ирутомъ, а ирядавъ къ обфимь частлиь неравенства по 
кругу осповав!я, пайдоит, что полкая поперхность колуса мепьпе поляой по- 
орхиости описаопой пярамнды. 

Преджожен!е. Полная новертиость хонусп рана золовинь произподони 
05) узеновти оенованбя а вучну производлщей в радгуса, овноващя, 

Впишемь въ оспован! и опяшемъ окозо него два, прарлльные миогоуголь- 
пика одинакового чиела бокопъ; пусть Р озпачасть перяметръ оцисанного мао- 
тоугольника, и АВ одинъ изъ его боковь, — р озпачаегь не- 
ринстрь вписацнаю жногоугодьника и аб одняъ цзъ его б0- 
коз, ОМ и Ом будуть аповемы этихь миогоугольннкове 
ИПрнменъ эти многоугольниии за осповашя правпжьныхь пира- 
миль, воторыхъ першипы находнтея ъъ зершив Т даннаго 
конуса; эповомами пиравидь будуть ТМ я Т», Положимь, для 
кратвоети, что 5 озпечаеть полпую иозерхвость колуеа, би 
4 означають соотьфтетвенио полпыя поверхпости опясаяной 
и вписанной пирамадь. Получимь($8 401, 967). 

г. 9=4 Р.МТ-ир.-МО- В (МТ--МО}, 
Фиг 250, 24 в. тТ--авио = р (и Т-НнО}. 
Полная попсрхпость $, вакъ доказано. 15 прехъидущемь предложение, закло- 
чается между О и а, доажемь, что разность между посяфдиция двумя произ- 
зедешлыи можеть быть едфлана мевьше волкаго данного количества. Въ еамонь 
Дав, вестда, ножно вияерть и онисать тав1е многоугольнаки, что разность иду 
ихь периуетрана РЬ—р будеть безконечно мадах; друМе ще ипожитези дают, 
въ разности МТ — "Т--МО — *0 или МТ — ®Т--М»и, гд первые два члена 
МТЫ—эТ составляють разность даухт сторолъ въ треугожьцикй МоеТ, которал 
меньио третьей стороны Моь. И такъ 

МТ—нТ--МО #0 2Мь 
г озвфетно, что всегда можно найти таке два правильные меотоугодьника, одивт 
зинсолный, а другой опиезяный около круга, чо разность между вхф 9л00е- 
узами, Мл, будеть безконечно молое (8,803). `Зяачияь, па осповавш выноски стр. 
347, разаость между а Ф (МТ\-МО) и Уз р (иТ--м0) можно одфлить меньше 
зсящого даннаго количества. 

Поверхность 8 заключаете между © и 9 которыхь разность есть 663 
гошечно малое, поэтому моло положить 

Я-9-а, РЕВ, 
тяБ си В беззопе то малых, а, С озлачаеть окружность освованл олд 
&=/ (С-В) (МТМ) 


зи @= (МТЕМО) Нь (МТМ), 
Итавъ Ве=уб (МТ--МО)-Н В (МТМ), 
отоюда 8=:/с (МТ+МмО) . 
Еда 8=2=МОХ МТ-- «бт 


Сявдетвте. Еохи изъ полвон поверхности копуса, воторал равна 
3/2х. МО.МТ--",М0*, вызтемт площадь освоват к 'МОт, то нолучимт боковую 
поверхяость копуса \/з 2. МО.МТ. И хавь, боковая повереность копуса ривни 
половни» процаведенл окружности основания ив произволную. 


Предложен{е. 0бъслз конуеа ?авенъ 0д он троп и пронзведотя + лощад + 
60 осиовашл ча высоту. 
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Пусть У озпачаеть объемъ конус» Н--его высозу И--радусь основапи 
докажемтъ, что У=/в* В», НЫ. 

Въ допноит понус® нляшемт и около пего опишемь по правильной пира- 
мидё, одинаковато числа граней. ПусттУ’и М означалотъ воотвётстнепио объ- 
емъ и осповаше описанной пирамиды чи т —объемт, и оспоише винсанной 
пирамиды; М бужетъ общая высота дли инрамидь и конуса. Извфетно (3489), что 

У’ = МН, 
ч=1ь тн. 

Тазность \ М.Н-Чт.Н или № Н (М--м)} можеть быть сдлана меньше 
велкахо дамнато количестиа: стоизь только уднонваль число бокопъ въ оено- 
пащяхь пирамидъ ($ 303). 

Объель У заключастся между У/ и ф, схБд. можло ноложять 

УЕУ-ь, Мея, 
14 «в [— безкопечно малыя, Поэтому, выфото равенства У=\У МН 


лучимъ 
Уре (Ва) И. 
или Унанива. НУ ВН 
отеюда па основаши (8 297 л 298); 
Уже х Н, 

Слиднпие 1. Положииъ, что Зи з означаютъ боловыя поверх 
ности конубовъ, К и #-—ихъ производя, а В и граде осно 
ваш Вел®детье объясненыего ирекложешя ($ 465) получимь 


отеюда 
сан 
эели : 
при в. п К==й, имфемь В=8 

Олъданое 2. Пусть У и 9 означають объемы конусовъ В, и 
рамусы основашй, Ц и В высоты, — получииь 
Утиа,Н, © ут". И 


отеюда Ут№Н 
эт 


т. в обемы конусов пропориональны произведеняме площадеи 
основа на высоты. 


Коли В-=г, 16 Уз=НЫЙ; 
ебли НЕЙ, то Ую-вя и, 
при Ц-=к и Н=Ь, пыфемь У= 


Предложенуе 
$ 466 Боковая мовержность конуса, успмениало параллельно 
основиню, равна произведенио полуеуммы окруоюноствй дено 
ва на производящую 
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Разебчень конусь плоскостью АВЗ, проходящею чрезъ 5 а вт, 
лиоскости этого офчешя изь точки В воветавниь иериендикулярь ВС, 
причемь пусть длина ВС равца окруж- 
ноети основашя; точку С соединимь съ 
зершниою 5, а чрезъ точку В’проведемь 
хорду В'С' параллельную боку ВС лре- 
угольвика ВС3; прямая ВС’ равна 
окружноети описание ражусокь В'О'. 

Фиг. 261 Въ саномъ дЬлВ, окрукноети ВО и 
ВО пропорщональиы рамуснъ ВО я В'О’, а эти посибдые про. 
поршональны пряшымъ БВ п 588’; сабдовательно 
окр ВО окр. ВО'=5В: 88, 
30 ВС: В'С' =5В: 88 
три пшена этяхъ пропорщй порознь равны, ибо окр. ВО = ВС позтону 
и четвертые члены равны, т. в. ор. ВО’ = В 

Выраненя, измбрлющия боковую поверхиость конуса ЗАВО я пло 
щадь треугольника ЭВС, одянаковы ($$ 465, 258), сафдовательно боковая 
поверхность конуса ЗАВО равца площади треугольника ВС$; по той же 
прачио® боковая поверхность конуса ЗА’ В'О' равна площади треугольника 
8В'С' бтеюда занлючаемь, го боковая поверхноеть усёченнато хопуса 
АВВ’А’ равна площади трапеши В'С’СВ, слфдовательно она изивриется 
выражешень ›/.(ВС -- В©’) ВВ’ паи 1/,(ону ВО окр ВО’) ВВ! 


\} 467 Ольбетие Л мак пфезъ середину производящей ВВ 
проведемъ плоскость, параллельно озновашямь усфченнаго коцуса, и 
прямую В Си параллельную осповашянь трапеци; то, кань и прежде, 
Докажем, что окр. В“О"—= В"С*. Извёетно, что трапеши измфрлетел 
также произведешемь 3"С”. ВВ'; сифдовательно боковая поверхность 
усёчепнаго шопуза равна онр. В"О".ВВ’. И такь боковая явоори- 
ность успиеннаю конуса равна произоеденио окружености стчс- 
зил, равно-отетопщиио отз основиий, на производящую. 


$ 408. Слюдстие 2. Въ плоскости АВЗ, чрозъ середииу Ъ 
.роизводящей ВВ’, проведень перпендикулярь ВИ къ ВВ’ до пере- 
оъчешя въ Рось осыю конуса, 50, и докажешь, что поверхность ус®чен- 
наго конуеа АВВ’А! равна произведено высоты ОО’ усбченнаго копуса 
на окружпоеть, описанную радусошь ЕВ” 
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Треугольниии ВВ я В'О’Р подобны, ибо сторопы умовъ ВВ @ 
и О’В"Р вваиыно перпендикулярны а углы ВОВ’ и ВОР! — пря 
вые, следовательно ВВ’: ВИЁ-= В'б В’О" от. 
сюда ВВ'ХВ"О"=В"ЁЖ3"@,, Но боковая позерх 
ность уоФченнаго нонуса равна 2х. В"О". ВВ’, 
слфдовательно: замбинвъ урокзаедеше поелфдиихь 
цлухь мвожитешей ему равным, получимь 
ЗтВЬ. В'С кли 2".В'Е.00', Фиг. 66 

И такъ, боковая поверхность усльчениаяю конуса равна произ 
ведению изу ео высоты на окружность, зоторой радусз равенз 
Элинь пертендииуляра, возстпавленнаю ва съкущей плосносниь 


проходящей чрезь ось, изз середины производящей 96 переспченя 
65 060 


Предложен! 

$ 489. Обаемь конуса, усьчениало параллельно основанаю, ра 
вень суние трех конусов, у которых высота общая св высо- 
эвою усьченнаю конуса, в основатями ила служать оба основаня 
уетченнаяо конуса площидь средняя пропорлиональная между ЛЬ 

Пусть У ку означають объемы полиаго хонуса л отсвчепиаго, так 
ито \--т будеть пыражать искомый объежь усбчениато нонуса; бук- 
вами В в назовемь соотвётетвенио радуеы осцовашй этихя колусовт 


чрезъ Ни А означимь ихъ высоты. Получииь 


и В 
Ум 7 


Или У— = 3 (И) 
Тегло попать, что В: и=Н:Ь 
Изъ послЪуной пропорции получить 


р: 
В—В=НЬ—№ Н отеюда Н = 1, ' 
Ви |; Отеюда 1 ть. 


 Поотоыу УЕ НЕ =) =н- "] 


ри 


ЗМинъ и доназываетея предав, потону что НИ выражаеть 
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высоту усфченнаго конуса, ^В? и хуй площади основаюй уефченнаго 
конуса, а Ви есть средняя пропорщюнальная нежду №2 и 9, сло 
тельно чВи веть средияя пропорщональная между т? п ли 


3 Поверхности шароваго сегыента, шароваго полса и сего шара 
Объем шафопато сектора, шара, и сегментовь 


$ 470. Если разебчь шаръ плоскостью, то его поверхность рази®- 
литея Иа ДЕБ части; каждая изъ этихъ частей называется согыевтною 
поверхностью. Поэтому сеемеиною поверуностию называется часть 
зваровой поверхности, отепченная плоскостью. Круг, отофкающий 
отъ шара сегиептную поверхность, называется оспованйеме сотнентной 
поверхности 

Высотою сезментной поверхности пазывается часть перпенди 
кучяра, возставленнаго иъ основанию изь его центра до пересфчен1я с 
сегыентною поверхностью 


Предложение 


$ 471, Овмениная повераность равна произведению окруж 
ность больш крупа на высоту 

Сегиввтвую поверхность можыо получить обращещемь дуги пруга 
АВ около Маиетра АС, проходащаго чрезь коцець А этой дуги, при 
этомь другой хонець В дуги опишет окружность оено- 
ваши; иадобно покпзать, что сегмеотиея поверхность 
$=2*.АО.АЕ 

Ввашемъ въ ру! АВ правильную ломашую АФСВ 
и проведемь перпендикулиры Ой, СМ па озь АС. Оть 
пращешя ломаной АЮСВ окодо ок Аб, получииъ по 
. зерхность вписанную, которая будетъ состоять изъ кониче- 

Фиг. 203. ско поверхности, произведенной ипотенузою АЛ прямо 
угольиаго треугольника АО; кромЪ того, изъ поверхностей усёченпыхь 
хдонусовь, которых производящя будуть ОС и СВ. 


Па основаны $ 465, поверхность АО. АР == 7 .Ай 
прамоугольные треугольники АО и АО вибють общ утошь А 
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слФдователью сходетвениые бота яхъ пропорщенальны Ой в0=АХ Ад, 
отеюда РЁ.Аа-=а0 АВ 

По этому пов Ад=2т а0 АЁ 

А на основаыи $ 468, 

пов. ОО-2я.вО.ЙМ (ибо 50-=а0) 
тов. СВ-=2=.80.МЕ (ибо с0—90). 

Сумма первыхъ частей этихъ трехъ равепетвъ составляет вписан- 
вую поверхность, происшедшую отъ обращешя ломаной АШСВ; для 
краткости вазовемъ се--пов, АОСВ, сяфдовательто 

пов. АЮСВ==21.а0 (А-+-ЁМ-ЕМГ) 
ини пов, АРСВЕ?т. «0. АГ. 

Отеюда завключаень «что поверхность, происшедшая оть вращешя 
«правильной ломаной около Шаметра круга, опиеаниаго около этой лома- 
«ной, равиа произведено окружности въ ней вписанной (2.20) па 
«выеоту (АЕ}> 

Выражейе это пе зависить оть’ знела боловъ ломаной  виисанной 
въ дуг АВ, сифдовательно оно справедливо и въ тошъ 64уча$, 
когка ихЪъ число безконечно, а съ твмъ выфст8 бока букутъ безконечио 
налые. Но дугу АВ ножно принлть за ломаиую, состоящую изъ безно- 
нечно-малыхь боновъ, приченъ периендикуларъ «О обратятся въ радёусъ 
А0; поэтому сегментная повврхнобсть=7". АО. АЕ, тив 2и.АО есть 
окружность большаго круга, а АЕ— высота сезыентиой поверхности 


По данной виисаниой ломаной АОСВ опппемъ около хуи АВ правильную 
ме лойаную одинавоваго числа боновъ съ цервою: изъ центра © проведемъ 
радусы, периевдикулярные къ частямь ломапой АООВ, трезъь ” 
концы этихт радёуеовь проведет касвтольпыя къ опрулиости 
до пересфчемин лхъ сь продолжевными радусами ОА, ОР, ОС, 
ОВ; тавъ получится ломаная А’Т’С"В’, которал, пра обращели 
фигуры окос осп А@, произведеть опиециную новерхиость около 
сетыентвой поперхностл, -мы уше знаемъ, что ниивалнал пов. 
АОСВ-2к. а0, АГ. 

Но томь же ослованйи, описаппал поз, 8! 0’С'В'52т.Л0. АМ 
Сегментлая поверхность 8 больше вопеанной иов.А0ОВ, потому 
чго 068 имЪють общимь обводомф окружность, ониеанпую ра 
дусомь ВР. По той же причип$ поперхпость 8 меньше нов. А'Р'С'В'-нов. ВВ’ 
слфдоватольно 6 заключаетел между 2^,О.ЛЕ и 2%.40.А’М-|-пов, ВВ. 

Легко убфдичься, что разпость мелду 2 40. А’М+- поз. ВВ"и2т 20 АР 
изи Эл (АО. А'М-в0. АЕ)--пов, ЗВ можно сдфлоль меньше веякото даннаго 
воличества, если одновременно удзалвали, зисдо боовь ломапыхь, винезнной и 
описавной. Въ самомъ дд, АО—а0 можно сдфлоль меньше поякато даниаго 
котичестра, водуь разность апоосмь ($ 803); тоже скажем и о разности АМ — 
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АРАД МЕ«ЗАА/, пакопець пов. ВВ=л (ВЕ-ЕВ”М). ВВ’ ($ 466) тоже без 
конечно малал, ибо ВВ'ЕАА ` можно едфхазь меньше всякаго даннаго количества. 

Пусть 8 означаеть сегментную поверхность, происходащую отт, обраще- 
пи дуги АВ около дшметра Аб. Изь предъидущаюо сяздуеть, чо 

пов. А’ СВЕ, 
ГДФ « — безконечио малое, 

Но полерхность АСВ От. АО. АМ, гл ММ = АРГ+ А’А-+ МЕ мы 
уже замфтили, что АА’ МЕ д. АА!--МЕ есть бозконечяо малое, 
назовем его буи ю В; получим» А’МЕАЕ+би 

пов. А'0'03= 24,40. {АР В) 
=». АО,АР =. АО 
поэтому $ | а=2л. А0. АР--2т. АО. В 
отоюда ($ 298) 5 =2т. АО, АЕ. 
Прильчаше. Сразнигая выражешя сегмептоой поверхности 3", ДО. АЕ 
я описанной поверхности 2= АО. А’М, по причивф перавенства АМ>АЕ 
ЗАБЛЮЧАСМТ , ЧТО сементхал поверхность меньше озмсанной оноло пел попериеиости 


Предложение 


$ 472. Повержность шера равна произведению окружности 
болыцало тула на Фамение шара (фиг. 284) 

Пусть Аб озвачаеть даметрь опружиоств; на полуокружиости возь- 
мент пахую ть точку, С, опустимъ перпендикуляръ СГ на Маметръ 
и вообразимъ, что полуокружность образуется на Маметр 
АС, какъ на оби, при чемъ полуокружкость произведет, 
шаровую поверхность, дуги АС п Сб сегнентиыя по- 
верхноети дая первой, высота будеаъ АЪ, а для вто- 
рой-— ЕС. На основаши предъядущаго предяожеши, озна 
Фиг 264  чиръ буквою В, ращусь шара ЛО получимъ 

Поверх. АС-=2=В АЕ, 
Поверх Сб=-в Рб’ 


отсюда 
Поверх. АС-- поверх ОС—жВ, (АГ--ЕО) 
или Поверх. шара-—2яН. Аб. 

СОлюдстое, Поставивь въ предъидущее выражен, выфсто АС, вну 
равное 28, найдемъ, что поверхность шара равна 2"В.2лВ или АВ”, 
ТАВ ^Н* есть площадь болышаго хруга. Повтому яобераность чара 
‚равна учетаеренной площади болоиино крузи 

$ 473. Поясомз вазывается часть шаровой поверхности, завлочаю- 
щаяся между двумя параллельными ихоскостяви Разетояте между этани 
плоскостями называвтея оысоною пояса 
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Предложение 


$ 474. Повертиость попса равна произведению окружности 
бальшео хруза на высоту пояса. 

Пусть ВВ’ и СС’ озвачають паразвеньные круги, 
между которыми заключается поябф ВОВА; паъ цен- 
тра шара О проведем перпендикулюрь АС нь этимъ 
пругамь; ОП выразить высоту лояеа; надобно дока- 
зать ато пов поява ВСС’В'—=2=.40 РГ 


"Чит. 954. 
Очевидно, что поябъь равенф разпосли сегиентныхь нолерхностей 
АСС к АВВ- слдовательно 
пов мояса ВСС) 


=2=.АО ЛЕ - 2.40 АБ 
=. АО (АР — 41) 
=2и.40, ОР. 
$ 475. Шоровыма секторомз навывается тфло, происходящее отъ 
обращешя круговаго сектора около одного изъ свопхъ режуювь При 
этошь дуга сектора произведет сегыентную поверхность 


Преклоген1е 


$ 476. Объемь шаровазо секторе раденз воотетяпстоуоющем 
сму созментной поверуности, умпоженниой на треть рафуса 
чаи. 

Позьмемь шаровой секторъ, проясходлиий от обращены круговаго 
сектора АВО оноло ращуса АО. Надобно доказать, что объемъ этого 
сектора равешь одной трети произведошя согивитиой полерхиости, ироис- 
шедшей отъ обращена дуги АВ, на ракубь пира АО 

Зъ кугё АВ воишемь правнльвую ломаную лишю АШСВ и про. 
зодемь ращусы В0, С0, РО. Опредвлимь объежь зла, проношедитато 
оть обращеши миогоугольника АЮСВО около ращуса АО 
ТЬШо 970 пазывавтен вймеснниме въ шаровомь свхтор 
Оно состоит пзф объемовь тЬль, промипедиихю оть обра 
щешя треугольниковъ АХО ТСО и СВО ололо ови АО. № 
найдемь каждый объемь. Проведя РК периендипуларно хър 
А0, разобъень троугольпииь АОО па два прамоугольные 
треугольника АРК п КПО; каждый изъ нихь, при обра- 
щен! около 0‹и АО произведет конусъ у этахь копу- Фиг, 245 
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вовъ будеть общее овсноваше — кругь *ОК?, а высотами их» будуть 
ция одного АК а диз крутаго ОК; сибдовательно 
объень АРО-=И ур. АО. 

Произведене ОК. АО выражаегь удвоенную паомадь треугозьияка А0О; 
проведя перпендякуярь Оа на бокъ АП, пайдемь, что ироизведеше 
0в. АГ такие выражаеть удвовивую илощадь треугощьника АТО; ио- 
этону ОХ АО-=н0, АО я 

объзмь АОИ. ОА.60 АО 

='/.2= РК . АР, 


по поверхноегь конуса, промешедтаго отъ обращешя треугольника АДА. 


около его бока АЖ равна 2 ГК ы что для кратности озна- 


чимь лов. АО; 
поэтому объемь АДО=1/, пов. АД 40... (1) 

Тенерь пероходныъ къ опредфшеню объема, происшедогаго отъ вра- 
щешя треугольника О оково оси АО. Нродолживь бокъ ПС до пере- 
оёченя съ продолжениою ово АО въ точкё Р, пайдемь, что объем 
200 =0бем. РСО--обемн. ПРО. Два посибдые объема опредфлятет 
точно также, накъ п объемь пайдениый по (Т) равенству, сафдова- 
тельно объыь ПСО='"/ мов. РО. «О—Улюз. РР ю 

=='/ ов. РС-. нов.РО).«О 
объашь 000-=Узюв 0 0 (2) 
Точно также пайдень 
объешь СВО" /ое.ОВ.0.....(3) 

Сложивъ (1), (2) и (3) равецоява, найдемь, что первая чаеть вы- 
разигь объекь, проиешедийй отъ зращешя иногоугольника АДСВО 
около 00 АО; а во вторую часть войдеть сумма поверхностей, проис- 
швдшихь отъ вращешя пряныхь АЛ, ОС, СВ или #00 АТСВ: и такъ 

объемь АРСВО='/ ое, АООВ. а0. 

Выравете это ив зависить отъ чнела боновъ ломаной вциеёипой 
въ дуг АВ; олбдовательно оно справедлино и вЪ тошъ слузаф, когда нхь 
либло безконочио а съ ТЪыъ вифетВ бока будуть безкопечио малы. По 
угу АЗ мощно ипринить за доманую, состоящую ивъ безновечио ма 
лыхь боновъ, при чемъ порпенуонулярь «0 обратится въ радусь АО. 
По этому объемь, произведенный вращешемь круговаго сектора АВО 
подо оби АО, ралашъ одной трети поверхности, произведенной дугою 
АВ, помножениой на ращусь АО 
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Опишемь правпльную ломапую  А’Б’О’В’ около дут АВ котороя бол 
параллельны бокпагь нинсаниой правильной зоманой АОСВ, 

Очевидно, что объем шаровыо секторе, который вазонезь У, больше 
зписаннаго обтема и меньше описаннато; вамь уше нзестно, что объемъ 
АРОВОУ злое. АОСВ.аО а томь ке оспозавти объешь А’УС/ ВО! злов АОИ", 
А0. Поэтому У заключается между Узлнов.АРСВ.дО и знов, А’СВ,. АО. 

Разность ное. А'О'С'В’. Аб--Чанов. АЮСВ. а0 можно елфлоль иепьшо 
зеякаго данлаго количества, если удвонвать чиедо боком зоманяхь ($8 303,471 
лрим.). 

у озу, назлаль буквою $ сегыентпую товерхность произаеденную вра, 
мещемъ дуги АВ около оси АО, найдемъ 
поп АТС’ В!=8--В (8 471 прим } 
к объемь А’ 2УО’ ВАО 
о объемь А'0'С'/О 
< объемь А/О’С/В4 


-« 
азпов. А’ТУС’В > О 
у з(5--8}х АО й 
18 АО АО В. 
И къ 5/5 Х АО-НАОХ В, 
отсюда ($ 298) У—=$ЖАО 

3 


Предложено 


$ 477. Обемз ара равень шаровои поверхности улновкен 
ной на треть радуев. 

ПустьУ озвачаоть искомый объень шара, З—6го новерховность, В— 
ращусь; надобко доказать, чо У-1/, 8. В 

Возъмемь круговой секторъ, котораго дуга равпа четверти окружности 
а радёусь равень В; атъ обращая этого оеитора около одпого язъ его 
радтусовъ, получвиь половину шара, и лакъ, на осцоваши предхидущаго 
предложен, объемъ шароваго сектора равен одной трети соотвЪтетвую 
щей эму еогмолтной поверхности на рабусъ, то 


а „В, отеюда У =/,8 В 


Слэьделтвае. Ввяпь вывсто шароной поверхности $ улетверенную 
площадь бодьнеато круга 4тД?, долучань У = В” 

И тать, по давиому раусу опредблитея объемь шара; обратно по 
канному объему У можио опредёиять радусь —стоить только рАшить 
посладиее уравнеше отностельно В, 

Чобы выразить объемь шара въ его дгаметрь ТП), поставимь въ 
послвдиюю формулу, вывето В еыу равкое р. по сокращеше получим 

У=лли 
6 
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$ 478, Шаровымв семента называется часть обема шара 
отепкаеная плоскостью. Вызотою его называется высота соотв®тетву 
ющей сегыентной поверхности 


Предложен! о 


$ 479. Обземз шароволо сезмента равноньрена сз цилиндрома, 
хоторало радёуез основанйй равенз высотль сегмента, высота те 
Фавна радусу шара без одной трети высоты сезмента. 

Бели круговой секторь ВСО обращать около данетра АВ, то полу- 
чится шаровой секторъ, который состоять изъ конуса, происшедшаго отъ 
обращешя пряжоугольнаго треугольника СОР около ватёта 
ОХ и шароваго сегмента ВСЕГ. 0бъемь этого послфдпяго 
назовень Х, высоту его ВЕ означииь чрезъ №, буквами 
Уно назовемь объены шароваго сектора и нонуса, бук- 
вою В, какъ веегда, ращусъ шара. Очевидно: ХУ —© 
а какъ поверхность шароваго сегиента равва 27Ё # то 

Хава. ОРЕТО, 


Перпендинузярь СГ въ манетру АВ ость оредная пропорщональ 
нап нежху отрёзнами ВР и АТ. олёдовательно ОР. ==ВЕ. АР, вай 
СЕ=А(2А—1); прямая РО--В0—ВЕР пи КО-В-№ поэтому 

х— эта г 
3 Ь 
проязводя умножене (28 — 2)Ж(В — #) получвкь 282 — ЗВ 
слвдовахельно 
Хе —оВааВЬ Пучек? А) 
$ 480. Шаровыме сезнентома о двуль основатяхв назы 
ваетсл часть объеми зиаре, заклочающанся между доума па- 
ражлельныме плоскостями“ `разетояню между этими плоскостныи на- 
вывается высотою 


Предложенте 


$ 480. Обзема сезмение о двухв сонованаяь фавенз произав- 
денйо полусуммы ео основашй на высоту, сложенному 05 0бе- 
зом: шара, воторего дюметьрз равенз этой самой высотль (фиг, 
256). 

Возьмень сегменть, происшедший отъ обращения дуги СП около да 
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четра АВ; перпеидакуаяры СГ и ЕС вазовемь буквами @ и 4, высо 
т? ГС чрез Д, а общемь этого сегментаы чрезь У; положиит еше, 
что высота сегмента ВЕС равна Н, в вегжента ВСР равиа Н’. 0че- 
видно, что исконый объемъ равепь разшости поихенованныхь сайчась 


сегмептовъ 
Но шар согивить ВЕС ===? (® _ г ), 


пар сегиенть ВОГ =яН® (& _ я ; 
слфдовательно искомый сетмелть о двужь основашяхь выразитея 
-Н н ну 
ужина (п— 5 )-Н* (5-5) 
а У=В, (НН) — Ибн 


Но Н- Н/--А, сабковательно 
Н— НА (Н-НЕ), НН *— 4 (В НН! +2), 
позтону == В (НЕЕ) — И (Е+ЕНЕИ 2} | 
Па осповави свойствъ перпондикуляра въ Маметру, имфенъ 
#—Н’ (28—5”), °=Н (28В—Н); 
оть сложешя этихь равенствъ лолучииъ 
@-н=2(Н--Н?) (НН *) 
отеюда ВН) ЕРНАЕЕ 
Ветавивь эту величипу въ выражено дял У, полузинъ 


ИДИ 


4 Подоб1 дилкпдровь п копусовъ, — Отвошене поверхностей и объемовъ 
шаровъ, опиванцихь разиыяи радусвми. — Отнолев:е можду поверхно- 
селыи м объемами шара и около него онисациаго нилиплра. — Понерх- 
пость и 06ъ0мф конуса изъ данной зершияы олиепщиаго водо шара. 


$ 482. Цилиндры называются подобными, кода изв оси про- 
пориональны радусомз основан. Ивъ этого опредвлошя слёдуезть, 
что производящие прямоугольняви подобныхь цалиндровъ также подоб 
ны кежду с060ю ($ 224) 
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Предло жене 


$ 483. Боковыя поверхности зодобныеь цилиндров: протор 
злональны коадратамз стодственныть ли. 

Пусть 8, В и Н озназають боковую поверхность цилнидра, ралё- 
уеъ овновашя и о, аз ти й— т же величины въ другомъ ци 
линдр®, который подобень первому 
Иидемъ В=2=ВН $—2=7 


5; вн 
отсюда 5 о} 


водьдетвю подобя дилиидровъ, 
в 


сад 


Предложенте 


$ 484 Обемы подобных цилиндровв пропоршональны к)- 
бама сходотвенныхе лия. 
Пусть У и 2 означають объемы двухъ покобныхь цилиодровь, В 
и г- рамусы осповашй, Ни — оси или высоты, Иуфемъ 
У —иВ?Н ви 


У ны и 
отоюда а в 
зелфретв!о подобля циаиздровъ, 
и. 
ть 
у ЗИ: 
вадовательно 7=№ = я . 


$ 485. Понусы назыввиотсл подобными пода иле оси про 
порилональны радусамз основана. Изъ этого опродфлешя сафдуеть, 
зто производящее треугольники въ подобныхь копусахъ также подобиы 
($ 217), п слёдовательно пропзводищя лини пропоршональны осям и 
радусамъ оспованй 


Предложенле, 


$ 486. Боновыя зовержности подобныхь конусов» пропорцио 
нальны звадритамь стодственныхе ли. 
Пусть З из означають поверхности подобныхь конусовъ, В их 
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ращусы ословаый На й-— 0 Ки } — производазия Получим 
ВВК 


отеюда. 
зелдетвие подобя копуювъ 


поэтому — 


Предложен 


$ 487. Обземы подобмитх конусовз пропориональны кубаме 
стодственникеь лиши 
Пусть У и хозначають объены подобныхь конусовь а остальныя 


озпаченя тБ же, 910 и въ предъилущемнь предложени Инемь 


урн. Прив 


3 
ую н 
отека ар» 
8 ведфдотрие подобя нонусовъ, 
н_в_ к. 
ть» 
Ум к 
поэтому о ь. 
Предложение. 


$ 488 Поверхности шаровь пропорональны квадратамь 
2406005, @ объены-—ихё кубамв. 
Пусть 8 п 8 означають нозерхности шаровь у я о объены В 
у г ихь рамуем. Изваство ($ 472), что 
ЗЕ=жАЯ, вели? 
отеюда = 
. м 
Извьстио также что 
У ит, 
У_ в 
отеюда =. 
Предложение 


$ 489. Поверености, и равно ц обемы шара и описаннао 
около нею цилиндра пропорпоналиия числам 2 и 3 
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Проведенъ два вваинно перпендикулярные днашетра Г я ММ а 
черезъ понны ихъ — пасательныя; тогда получимъ явадрать АВСЬ, 
описанный около нруга От» зращевя фитуры оноло да- 
метра, полукругь МЕМ произведетъ шаръ, а прямо- 
угольнивь ММА — циаиидрь описанпый; ври чежъ пло- 
скости его основанЁй будуть ласательными къ мару, по- 
току что он перлендивулярам къ радусамь ОМ и ОМ 

Фит, 267 въ ихь ионцахъ. 

Пусть У Би В означають нослздоватеньно объемъ шара, его по- 
перхноеть и рамусь; У и В'-объень описаннаго цилинира и его пло 
лую поверхность; надобно доказать, что У: У'=5. 5 =2:3. 

Божовал поверхность цилиндра равна 21АМ. ММ яди ЭВ. 28 
АтВ!,- значить, боковая повертность отисаннало цилиндра равна 
оверуности шара; придав два основашя, т. в. ЗАМ". 2 паи 2л В* 
получим поверхиость 5’ онисаннаго пилинира. И такъ $ —4-В?--2-В* 


или 6-8? а поверхность шара Э==4«В?; отсюда 
4 32 
Ыб М 5 
Объемь цилиндра равень хАМ?. ММ или 2=В1; саФдопательно 
2-88 УИ д? ($ 477); 
У 2 


4 
АН — —., 
отеюда ь у=5 


И лакь 


Примьчеще. Цилипдръ, потораго высота равна даметуру оспованёя, 
называется равнобочныме 


Вопрасъ 

\ 490 Опребъьлать поверхность в объема конуса изь Фаннои 
вершины описаннияю около шара 

Пусть А данная зерщина; чрезъ эту точку я 
центрь крупа проведежь прямую АВ; такъ накъ 
хочпа А пана, то равстоян АС извЪетио. Назовемь 
го бувою @, р радёусь бунвою 9. 

Чрезъ точви А и В проведешь пасательныя. 

иг. 258. АО, АР и ГО въ окружности. 07 вращея 

фигуры окозо прямой АВ полукругь ССВ произведеть шаръ, а пряжо- 
утольный ‘треугольникь АВО -— конусъ вотораго плосвость освованая 
будеть касательною къ шару ($ 459} 
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Надобио опредвлить поверхность и объемъ отого волуса; съ этою 
цфлью найдемъ производящую АГ и ращусь основашя В0О` высота же 
АЗ конуса извфетка, именно 27а. 

Проведя райусь ОС въ точку касашя (+ получииь подобные тре 
угольники АВР и АСО, потому что уголь ВАР ныъ общ а угды 
АВО и А60 —прямые, поэтону 

АО:А0-==АЗВ:АС и ВО:60=АВ:Аб 
Езъ праноугольнаго треугольника АСО, имбемъ А9=Ул5г = аби 
но АО—+--а, савдоватеньно Аб: 2; или 
Ав=УщеНя= @(27--&) 
Замфтивь 910 въ зыведевныхъ пропорщихь АВ=2-{-@ получинь 
Ар вр— еа). 


Ар=е-ду ЗЕ и Вр. уз. 
Пусть 9 и У овначають боковую поверхность и объень вопуса 
тогда нолучлиъ $—2"Вр Ар, У=г ВОЗ 
Вотавин сюда, внфото АД, ВР и АВ, равных инь, по совращевия 
получимъ печка) 


миа 
У. 


$ 491. Олюдотее. Поли положить АС пиши а равным радусу 
то АДУ 3, и ОЕ-=В0-=273, слбдовательно АД-—ТЕ. А какъ 
наклонных АР и АО равны между собою, то треугольнииь АПЕ пра 
вильный, а описаниый конусъ называется давнобочнымя. Форяулы 
выведенный для боковой поверхности В и объема \ конуса, значи- 
тельно упростятея Для реплобочнаго коцуса; и довотвительно, поло 
Живъ въ пяхь а=7, получим Э=6тг?, Ули. 

Чтобы найти полную поверхность М конуса, надобно въ боковой 
иоперхшости В придать площадь ооповашл л ВР", ини $л7?; получим, 
М-=0л”з А какь поверхлость шара, которую озцачииь трёзЪ , равна 
4кта, 70 ти 

те 9 


Назвавь объемь шара бунвою УМ’ получинь 
Ул? Узи 


отоюда, 


И мана поверхности, а равно и объемы шара и равнобочнло 
описанноло конуса, пропориональни числаль 4 и 9 

$ 492 Примечание, Отищемъ около шара равнобочлые пилинаръ 
{$$ 489 490 н 491) и колуеъ. Шазовемф полных поверхностя шара, 
цилиндра и конуса соотв®тотвенно бухвани $ 5'н 5!’ тона основащи 


$ 489, получину 3—9 


а па основаши $ 494, похучимъ 


Ивъ отихъ равенотьь ишфень 


Назвавь буквами У, У иу’ соотвбтетвенио объемы шара, ци 


ливдра и конуса найдем, что 
У 
46-8 
И такь, если окодо шара описаны равнобочные цилиндръ п копусЪ, 
16 пхъ полныя поверхности, а равно объемы, пропоршональны чисшажз 


4, 6 #9 


Численный задачи на отдЪаы УШи № 


4) Вычислить поверхность правильной шестиоторонией пирамиды 
зная, что бокъ основаня ‘равенъ 3 дюймамь, а боковое ребро равно 
10 дюйшамъ 

2) Полная поверхноеть прямоугольнаго параниеленяпеда равяа 38 кв 
дюНыамъ; изъ трехъ реберь, составляющихь трегранный уголь, одпо 
равно 2 дюйиамь, а другое вдвое больше третьяго. Найти площадь 
хавдон грани 

3) Полпая понврхиость прямоугольнаго параллелелякеда рана 142 
кн. дюйнашь, а высота его равна 7 дюёнамъ; вычислить площадь осно 
вавя, зная, то одияъ бонъ его вдвое больше другаго. 

4) Объемь прамоугольнато парзлае лепиледа равешь 376 кубичиымъ 
пойман; ео три омежныя ребра пропорщональны чисдажъ 2, 3, 4 
Вычислить поверхность этого парадлшелецииеда. 
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5) Найти ребро куба, равномёрааго суми® трехъь нубовь которыхъ 
ребра посдфдовательно равны 1, 2 и З-мъ дюймаль 

6) Зь иругВ, котораго Шаметрь равекь 12-ти дюймонт, вписан 
равностороний треугольникъ. Найти объешъ ипрамакы, которой осно 
зана равно этому треугольнику, а высота равна 1 футу. 

Т) Высота пирамиды равна 1 арш.--2 дюйма, а осщоваше ся 
хвадрать вотораго бокъ раввшь 2 футам®; вычислить объемъ этой 
пирахиды. 

8) Ословашя усфченпой пирамиды суть правильвые шестистороник- 
ки, бокъ одного изъ них» равепь 1 дюйиу, а пругато 1 вершку. Вы- 
числить высоту усфченной пирамиды (1. е. розстояшв между ослова- 
ями), знал, что объем этой усбчевной пирамиды разень 45 кубия- 
нымъ дюйнамъ 

(оля © и 0 означают основашя убфченной пирамиды а 2—раз- 
отояше между виим, то усфченный объенъ 


они =, 
3=( 1 верш, у 
“ дюйм. 


Помощию этого посдфдняго уравнешя иоклюзить (©) изъ нерваго и 
Вычислите площадь 4; тогиа изъ перваго уравненя найдете &). 

9) Внутренняя поверхность вазы состоять изъ граней, которыя 
пЫВЮТЪ такое разположене, что шауъ, Маметроюъ въ одинъ дюйм., 
можеть касаться въ оп время ко ВоВ трапямь и ЕЪ горизопталь-- 
ной плосиости, проходящей чрезъ лерхн@ края этой вазы; вел поверх 
ность завы, считая въ томъь числ дно и верхъ равна 70 кв дюй 
мамъ. Найти объем этой вазы, 

40) Дана пирамида, хоторой першииа находитея въ 10чкё В, а 
основашо есть мпотоугоньникь АВСО..., пирамида эта разобчена плое 
цостью обод... параллельно овновашю, причемь пирамида 8 9064.. 
составляетф дазнадцатую часть ввей пирамиды. Узнать какую часть 
ребро За составляеть оть ребра ЗА сь точностью до 0, 1. 

11) Извъстпы обчемъ цишипрра и его боковая поверхность, пайти 
основан и высоту целипира. 

12) Высота цилиндра равна 9 дюймамъ вычислить радгуеъ соло 
Ваня сь точностью до */;‚, зная что подная поверхность этого ци 
линдра равна { квалр, аршину, 

13) Оть обращешя прямоугольника около ао основашя получилел 
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циняикръ, котораго объемъ раценф 5 ти куб. дюйламь, а обращая тотъ 
яв прямоугольнике около другаго бона, принимаемаго ва высоту, полу 
чилея объект въ 2 куб. вершка. Найти: 1) отношен!в основатя къ 
высотё прямоугольника; 2} вычислить магональ этого пряноугольника 
6ъ точиостью до И». 

14) Объемь прямаго конуса равенъ 1 нуб. сажеци, радрусъ основа 
шя—2 аршина” найти коничесную полерхность (боковую) съ точностью 
КО то, 

45) Цвапидрь и усфчешный конусъ нябють общее осповаше и одну 
высоту, Опредфиить ири каком отношени радтусовъ основашй ус 
ченнаго конуса  объемь этого послъдниго составить половину объема 
цилиндра. 

Пусть буквы В п.» означають рапузы, #-высоту усфчениаго хо- 
пуса и въ тоже время высота цилиндра, Опредблить объены усёченнаго 
цилиндра и ковуса, 


пузо [НЕТ , 


(5 
2 п; в Е 
птучьт 1 = 
(ета 
Примпчалив. Разобрать тотъ случай когда усфченный нояусъ код 
зенъ составить треть цилнидра 
16) Доназать, что половина высоты усфчешиаго конуса веть еред 
ния пропорщельшая между радбувани обоихъ осповашй въ товь случа 
вели производящая уечаниаго конуса равна оунив ЭТИХЪ радусовь, 
17) Доказать, что объемь усфченнаго копуса равень его полпой 
поверхности, умножениой ча шестую часть его высоты, води произво- 
дящая отото уебчепиаго копуса равиа сумы радтусовъ осповашя 


енд овен чНе-- 
о м м 
У=8хи 5 

48) По иззвохцымъ рапусанъь 410 футь и 6 футь основашй ус 


чевнаго копуса, найти радусъ осповашя цилиндра, равпожвриаго этому 
уефченному конубу, яогда у обоихь тбаъ одка высота 


эй 
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19) Объемь усфчениаго попуса равезф 57 #36. футовъ, высота 
его—2,4 фута, даметръ нижняго осмоваша 1,5 фута; вычислить ко “оо 
Маметръ перхняго основашя, 

20) Пряжой копусъ, которо вывота равна 9 футанъ, а радуеъ 
осноналия 5 футамъ, разефчень плоскостью паралишельно основание на 
равотонии 1 фута оть вершины. Вычислить объемъ и боковую поверх- 
цость усфченнаго понуса съ точностью до Ио» 

21) Производлщая копуса равна 10 футаиъ, площадь осхованя—4 
кв. фут. Вычислить площадь круговаго сфчешя, отетоящаго па 1,4 
фута оть основашя, 

22) Объевъ конуса равень 300 куб, люйм., высота его равяа 5 
дюймакь. На накомъ разетояшы оть вершины дозжно провести пакость, 
першендявулярцую къ осл, чтобъ отезченный ховусть содержаль 45 кубия 
выхъ дюймовъ. 

23) Бояыцой кругь шара принят, за осповаше цилиндра; найтя 
отношение высоты этого цилииира къ радтусу шара с тут, чтобы боковая 
подерхность цилиндра составлена”/; частей подовины шаровой поверхности 

24) Вычислить земпой рамусъ въ метрахъ, съ точностью до 1-го 
ветра. 

25) Высота шароваго сетиешта обь одиомь осповати равна 0,42 
дюйма, рашуеъ этого осшовашя — 1,2 дюйма Вычислить сегментиую 
поверхность. 

36) Вычислить высоту шареваго сотыента, поверхпость которато 
равномриа большому кругу шара. 

27) Рашусъ шара=2 дюйнаиъ, сегиентпая высота -=4 2 кюйма 
Найть радуеь круга, равномфрнаго сегментиой поверхности, 

28) Райусь шара равоиь 10 дюймамъ, вычислить позерхиоеть 
шароваго пояса, а тахие и ословашя его, которыи проведены ло одиу 
сторону цептра шара въ разотоятяхь от цего 4 и 5-ти дюймовъ. 

29) Извъстен»ь родуев шара, желають построить конусъ, рапном р 
ный этому шару, притомъ такой, чтобы высота его востовияла половину 
рануен шара. Найти радусъ осповаши 

30) Известна сегмептпая поверхпость 4 кв дюйма в высота ея 
0,7 дюёма. Вычиелить объемъ шара 

34) Меры пёев въ зависимости огь одинянф длииы у пасъ опро- 
двшены, по Высочайшему указу 1835 года 11 оптября, тфиъ уеломень 
что вубичесый дюймъ воды вволть 368,301 долю; а одро опредфлено 
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вфоомь воды въ 30 фунтовь, чежверика-—п®еонъ воды вь 64 фунта (*) 
Опрадфалить объемы ведра и четверыва, 

32) Если четверикь имфетъ форму равпобочнаго цилиндра (высота 
мамотру основашя), то какъ велика высота этого цициндра. 
— ба. 

—” 868,361 

33} Если гаркець имбетъ форму цилиийра котораго высота равна 
*/, аршина, то какъ великъ кашетрь основайя 

34) Опредлить ребро куба, котораго объемь равенъ гарицу 

35) Ведро имфеть форму циливдра, нотораго высота равца 10'/, 
люба; вычислить Маметрь основашя съ точпоетью до ль ойма 

36) Вычислить съ точностью до */ю дюйна ребро чугуннего куба, 
зфсомь въ одикъ фушмь, когда извбстио, что удельный вёеъ чугуна 
равене 7-мл (т е. пря развыхь объемахь чугуша и роды, въ пер 
ваго въ 7 разъ больше веса воды). 

37) Вычпелать, взрно до 1/о, даметрь тугупнаго шара вВовыь въ 
1 фунть, когда удъльный вЪоъ чугуна равеву 7-ии. 

38) Опредфлить количество ведерь воды  вифщающейся въ чапв, 
котораго высота==2 арш., маметрь нижняго оспованйя == 1"/, арш., да- 
шетръ верхнято основаня-==11/, аршина 

39) Сколько бочекь воды выфщается въ колодц®, яотораго осповаше 
равно 4 квадр. аршинаыь, а глубяна воды— одна сажень. 

40) Въ принёрь дфлимости тль приводятъ, что черзонець можно 
вычзанухь въ лиеть, нотораго площагь разва 2000 квадр дюймовъ. 
Вычислить тодототу листа, полагая, что черзонець вЪеить 1 золотпикъ 
12 долёй а удфльный п%оЪ золота равенъ 19-ти. 

41) Вычислать даыетрь платаловой проподоки, динною 2ъ 300 
сажень, а рфодшь въ одинь золотникь Извфотво, что удёльцый вфеъ 
павтивы равенъ 22. 

42) Выеота алексаидровекой кодонны въ С.-Петербург (цилиюдря 
ческой формы) равна 84 футамъ, даметрь ея 14 футовъ  удёльцый 
вйсъ грапита равень 2,716 Вычислить вФеь этой колонны (*“) 


{(#*) Числа эти ладобно иыфть ль виду пра р®шети лосядующихь задать. 

(+*) ВеЪ числепния задачи можно рБшата по лотариемамъ или номоиио обии- 
поценпыхь правиль Ариомелики; въ посзёхлеыь случа пообходимо прабёгазь 
къ вычислению по приближен и въ тЪхь задачахь, в5 которихь не задаца 
точносль окопчаленьнаго вывода достаточно вычиешить ри или четыро цифры 
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43) Лизръ по объему райенъ кубичесжому децишетру, форяе ето 
прамой цилипар», иотораго высота ‘вдвое больше д1аметра основан 
Найта высоту и даметрь основашя вёрно до 0,01 

44) Опредфлить поверхность жаркаго пояса, ршая, что хропиви 
инфють теографическую широту 23027'30” а традуеь экватора равенъ 
104,3388.... версты 

45) Конуеъ изъ дубу погруженъ въ спиртъ вершицою внизъ. Найтя 
хакая часть высоты конуса находится въ жидкости; если удфльный 
ввоъ дуба равенъ 0,68, а спирта 0,970. 

86) Зная величину ребра правильнаго тетраэдра, найтв его объем, 

47) Найти разыбры разнобочнаго конуса, равнонёриаго равпобочному 
цидиндру и опредълихь котораго изъ цихъ подцая поверхность больше. 

48) Сравнить поверхности шара п сыу равнохфрнаго равнобочнаго 
цириндра, 

49) Оравнить объемы двухъ нонусовъ, происхедящихь отъ вращеная 
прямоугольнаго треугольника посхёдевательно около хаждаго изъ катетов 


выешихь разрлдовь. Для первых четирохъ дВНссий можло рукоподетвоваться 
моей Арномстипою, 1869 г., а для возпыше въ степель, извхечен1 квахрат- 
нато и кубичнахо корней, & также опрехфлошя стенени ногрёшиости по хога- 
риемамъ- моей брошюрой подъ затзамемь „Вычислене ио приближелио“, + 


понятия 


О КОНИЧЕСКИХЪ СВЧЕНЯХЪ 


(Бчете прямого попуса, съ крутовымъ основотехжь, какою пи есть плос 
костью, Коничесяя сфчешя: эллниех, парабола, гиперболо; фокусы, оби 
ершипы, целтрь. 


$ 1 Кромв пзвфетныхь намъ двухъ сфчем копуса: одного — ло 
ви, а другаго-—перпендикуляриаго нъ ней можно получить сабдующая 
обченя: 

1) бёкуцая плоскость можеть ветрьтить веь произведлщь даинато 
вонуса; происшедшая кривая пазываетеи эдларесома. 

2) Сёнущая пиоскость можеть вотрётить воф производяная, за 
исилочешемь одпой, въ которой ома будеть параллельна; происшедшая 
хрввая называется араболою 

3} Сввущая плоскость можеть перебъчь веб производятия даппато 
колуса, за иокаючешень двухъ, въ плоскости которыхъ опа будет на 
ралнельна. Въ этомъ случаВ обнущал плоскость пероофчеть не тольво 
цоворхность даннаго нопуса, по поверхность другаго конуса, происшед 
шаго отъ продояжени производящихь дэниаго за его вершийу. Проие 
шедшая привал будетъ состолть взъ двухь частей, озмиоей, чего пб 
ножеть случиться при сочешяхь, производищихь эллипеъ и параболу; 
въ противномъ случаЪ прямая лишя (производящая) пересфкала бы пло- 
скость въ двухъ точнахь. Такая вривая лишя, состоящая изь двухъ 
вътвей называется эниерболою 

Три оти кривыя, эликиоь, перабола и гипербола, называютея хо 
зическими спчешялик разскотринъ свойства гашдой изъ них 
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1 Элапиет 


2, Путь АМА!’М’ означаеть эллипоь, пронешедиий отъ пере- 
сфчешя сВнущей плоскости съ коппческою поверхностью Въ этой 05- 
пущей улоекости, чрезъ оь ЗО конуса, проведенъ 
перпендипулярную плоскость и положимь, что опа 
ветручаеть хоническую поверхносхь по паправлению 
производящихь ЗА и БА’ а сбкущую нлоскость 
АМА! М’ —ю лиши А’А. Въ треугольник АВА’ 
впишеюъ гругь к подожныь, 310 Ё, 4, 2 озцачают® 
точки его касашя; проведемь еще круг, касательный 
ть боку ЛА'и къ продоляенямь друтихъ боовъ тре- 
угольники АЗЛ!; пусть Е*, и,’ означають точки ка- 
сащя. Вообразимъ, что фигура вращается оконо оп 
80: ири этом упозянутые два пруга опишут® шары, Бег. 1 
въ которымъ сбкущая плоскость АММ”А’ будеть пасательною въ точ- 
цахь РиЕ’.И изйствительно, плоскость круга а2Е или ЛЗА! и АММ! А! 
ъзаимно изриевдикулярны; а въ одной изъ нихъ а проведен порпенцику- 
лярь ОЕ къ первефченио ихъ АА’ ($423), слвдовательло, эта носл®д- 
пля плоскость перпендикулярна къ рашусу ОГ шара въ его кони, —зна-- 
ить она васательна къ шару ($ 459). Тажь-же объяспится, что 0&-— 
вущая плосность АММ!А' касательва въ другому шару #870’ 

Заифтимь еще, что точки прикосновеня д и @” опимуть окрук 
ности, ва которыхь соотьасчвенно будуть лежать точки Би 8/; ибо 
по равенетву ба==85 ($ 188), п угловъ 58О-==а80, прямая ЗО пер- 
лендикулярна пъ ай и проходить чрезь ел середину, то же спажень 
ио точнахь © пб’, Окружности эти составияють прикосиовешя шаров 
ок коническою поверхностью 

Произвольную точку М залиша АММ'А’ савдинимъ съ точиами 
Г Е’ я вершицою $; причемь производящая ЗМ зотрётить упонл 
путыя окружности въ точнахъ Ка К’ и будеть хавательною въ обоян® 
шарвыь въ этижь точиахь; пряныл МЕ и МЕ’ также касатедьны къ 
шарамь, потому что лежать въ касательной плоскости и инфють 05 
шарами обийя точки Ти Ё/, а пзрбето, что прямыя, пасатедьный 
кь шару и проведенных язъ одпой точки равны между собою ($ 264) 


слёдовательно МЕ—МК и МЕ —=МК!, 
отеюда. МЕ-МЕ=МК--МК'=КК 


18 
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Но КК'-=(а ==96 накъ разноеги равпыхъ касательныхь къ ща 
рашъ, значить мм =а@, пои 00. 

Точка М взята произвольно на элаипов, олфдовательно всё ска- 
занное о ней вполнВ отноелтел и ко венкой точив зялипеа; лапримёрт, 
дая М буюнь лыбть МТМ -=аа или 2 такъ что съ изыЁ- 
неценъ точен элдипея, хотл разотояня ихь до Ги Е’ будуть изм6- 
цаться, ко сумма пхъ воеегда будеть поотоянивя, именно: аа’ или 06’ 

Отеюда выводится слёдующее свойство точенъ эллииса. 

Оуина разстояйй патдой точки эллипса 00 двух то виз 1 
в Е ость постолиная велииина. Мосхоянныя точки Рон № назы 
залотся фокусами эдлилеа. 

$3 Докажень что иостоящная велигипа а@ или 0’ равна при- 
ной ДА. 


Очевидно, что ай =АаР Ао, 
ВАНА Ы. 
На осиовани свойства боковь угла, въ которомь виисань кругу 
долучинх 
Аа-=АЕР,Ла’-АЕ!; влвд. а АРАР ЕР! АЕ 
АА’, АА" вавд, БИА АНЕЕЕ- АТ 
во чии—ЬЬ', ввачить АГА’, 
ц аа-= АР-АЕ -АТ-РАЕЕАА 
И тавъ М+М АА, 


И тавъ 9445905 имьеть то 68067760, ияо вумна разотолнии 
наждой ею зточии до деухё постоянных точеко, назодлцитоя 
65 плоскостие привой, осада постоянна и равна прямой прото 
дащей чрезз эти точки и ораниченной привою лищею., 

Дв® постоянных точки Ри Е’ ны назвали фокусом олаипва. Мы 
зидши, что АР-=А’Е!, сифи. фокусы каходлтся въ равпыхь разстоя- 
няхъ оть течекь А и А’ прамой АА. 

Равстояия каной пибудь точнн эллишса до фолусовъ пазываются 
радусани воллорами, папринфрь МЕ и МЕ. 


Иримзинице, Летко облленить, что суныа разетояшй кашдой точки, взятой 
25$ эллишее, до Фовусовь больше праной ДА’, в сумме разстолий кождой 
точки, взятой рвутри олдииса, до фокусовь меньше лини АА’, 


$4 Если овхущая плоскость перпендикуляриа къ ося конуса, то, казъ 
известно, получитоя пругъ. Приченъ лего убедиться, что точки ка- 
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гал № п Г’, попучавмыя при свчения перпендикулярном въ обн 60 
ставять одпу точку, имевно центуь этого круга. 

Воли сфиущая плоскость, дающая элаилсь, будеть приближаться къ 
вершин 5 конуса, то эляилеъ будет уяеньшаться, а въ верщии® 5 
кривая обратитея въ мочу Штакъ частные случай эллипса будуть 
кругв и точка 


Предложение 


$5. Прямая, протодЯщая чрезь фокусы эллинов, дълииз по 
полама перпендикулярныя из ней хорды. 

Пусть Рип ЁР’ овпачають фокувы элялса, длину прямой АД ша- 
зовемъ чрезъ 2а. Шо свойству эалипоа повучиить 

ММ 94... (1) 

Изъ точки М опустимъ лериендикулярт 
МР на пряную АА нотиожинь РМ'=МР 
Такинъ образошъь получнит точку М’; дова- 
жемь, что опа принаплежить эллипеу. На- 
влонныя МЕ и МИР, будучи равно-укалены 
отъ осповашя перпендикуллра, равны между 
собою; по той ме причин лаклонныя МЕ" 


и МЕ’ равиы. 
(лд. подставаяя, зыфото МВ в МВ, равныя ль въ (4) равенство 
получияь МЕНЕ! 24 


Отеюда и на основаши $ 8 заклочаень, (то точка № лежить па 
эллипев; сд ММ’ есть хорка эллипса, п она хвлитоя пополамъ 
пришою АА’. Вов стазанное о хордё ММ’ отновится ко велкой хорд 
перленкикулярной къ прямой ДА’ 

$6. Пели согпуть плоспость на лиши АА’, верхнюю часть на 
цижною, то, на оснований показаниаго сейчась свойства, точки эллииеа 
зерхией части сонпадуть съ точками нижней; въ этомь окыель прямая 
АА’ ивзываотоя осъю кривой 


Предложено 


$, 7 Перпендинужярь возставленный кз лини, соединяющей 
фокусы, изь ей середины дълить зо-поламз перпендикулярныя 
ка нему хорды эллитев. (Ка фи 3 между А я В чай м) 
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Путь РЕ и Ш означеють фовувы, О- середину прямой ЕГ 
ВВ — перпендикуллеь въ РЕ’, падобно доказать что воякая хорда 
эляитва, периендикуляриая въ ВВ’, разд®- 
литея пополаюь прамою ВВ’. Пусть М озна- 
чаетъь кавую нибудь точку злиипса и пола- 
ЖиНЪ 910 АА'==24, олд 

МЕ-ЫЕ! —28... (1) 

Изь точки М опустимь перпендякулярь 
МЧ па ВВ в ртложияь 9М"-—МО; про- 
. ведем» пряныя М"”Е Мер’, МО и МО 
Наклонныя МО п МО равны между собою ($53) и уголь М“ОВ-=МОВ 
сафдовательно и дополнения их до примаго равны т в утоль МОЕ = 
МОГ; значить треутольнакя МОРи М"ОТ равны я МЕ=М"Е’; а изъ 
равенотва треугольниковь МОК п М”ОГ ($ 89) завлочаень что 
МЕ—М"Е. Побтавивь въ (4) равенство, вабето МЕ а МЕ имъ 
равшыя  получиыъ 


ММ; 

повтому тожа М ежить за эдаиией и ММ есть хорда залииса 
хоторая пряною ВВ’ длятся пополам, 

$ 8. Согнувъ чертежъ на лиши 3333’ (справа палёво) убъжкаемся, 
что точка М совпадает съ М". Точка М взята по произволу на эл- 
липов, значить, всё точки эллипеа, нежашя по одну сторону прямой 
ВВ’, совпадуть 6ъ точками эллипса по другой сторонё лини ВВ’ 
Въ этом смысиф прямая ВВ воть ось эляииа 


Предложение 


$3 Веяпал хорда эллииса, проводящая чрезь середину пря- 
мой соединяющей фокусы, дюлилися пополамь в этой точить. 

Пусть В и Е означають фокусы оляныеа, О — середина прямой 
ЕЕ. Возьшеиъ какую нибудь точку М на эллипов и соединимь ве съ 
фокусами, лодучинь 


МЕ-ЕМЕ! 20 (4) 
ГВ 24—АА'. 
На продолжени МО отложинъ ОМ =0М 
и проведвмь пряныя МЕ я МЕ. Въ четве- 
роугольникё МЕМТ’ дагонали ММ! и Е’въ 
Фиг 4 О пвлятен пололанъ слфд. это лараялелограмиь, 
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значигь МГ-=МГ", МГ ==М/Е; вотавимь оти золичииы вь (1) равен» 
ство, получимъ ММ, 
отеюда завлочавнь, [10 точка М зежить на зялипов, слёд. ММ веть 
хорла эллипса и она дёлител по-подаит въ т0чкф О, ибо МО =Мю. 
Тоже самое относитея и во всякой хорд. 

$ 10. Точка, въ поторой вов ‘хорды привой двллтея ло-лоламь, 
называетел уениьроиз этой кривой, сл?д. О воть цептрь эяииеа. Это 
общее опрекёлеше центра отпоолтел и къ кругу, ибо въ центра круга 
всё Маметры дБшятол пополам 


Прецложен1е 


$ 11. Ось эалюиса, прожодащая чрезз фонусы, болиие вслкой 
хорды, проходящей чрезз центра этой кривой. 

Лусть Ри 1’ означають фовуы, О— петр 
ведонъ чрезь центрь О кавуш пибудь хорду 
ММ’ к кокажемь, что МАЗАА * 

Совкипивь точка М и М’ еъ фовусами, 
полутлиъ четвероугольникь МЕМЛ’, въ ко- 
тором дагонали дфлятел пополамъ, слЪдо- 
звательно ошъ парахиолограмиь и МЕААУЕ! 


про- 


АА — въ 


ВР-МТ №Ю 1 
ММЗ МЕ-НИЕ 
вал. МШЗ МЕ-ЕМЕ, ибо МЕНЕ! 
ми . ММЗАА', ибо МЕ-ЫМР-=АА. 


12. На основан предъидущего предложешя вавлютаень, что овь 
ЛА’, проходящая чрёзь фохусы, больше другой ося элляпеа, кото 
ран изроендикуляриа къ первой оси, Поэтому первал обь, АА , называется 
болишою осью, а вторая малою 065. 

$ 13. Каждая овь эдлицеа перзефкаеть кривуо въ двухь точкахь 
которыя павываютел обранциели озлииса;, поэтому толки А А’, ВиВ 
суть вершины 


Вопроеъ 


$ 14. Даны длины осей эллипса, намти разотолие отв цен 
тра эзлитев д0 фонуса 
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Пусть большая 05 АА’—2%, малая ось ВВ’—95, надобно найти 
диину ОР Изъ прямоугольнаго треугольника 
Вог, 
ОРУ ВЕ*— ВО», 

но В1 -НВЕ'-=2и, пбо точка В на зазитев 
а какъ ВК ВЕ’, то ЗВ = а, отеюда 
ВЕР; по уеловю ВВ шли 230 =2 
сли. ВО =5. 

И таь ОГ 


Вопрось 


$ 15) Дены обв эмтеса большая и малая, найти фопуси. 
Пусть АА2а п ПВВ’=2Ь означають соотвфтотвенио большую 
— и малую осп, О — центрь вляипов; на 
добно опредлить фокусы Ги 1/7; При- 
пявЪ точку [3 за центръ, радГусовь равным 
лин АО пли ©, опишемъ дугу; она пере. 
сбчеть о5ь АЛ’ въ двухь точнахь Ен №, 
которыя п будуть искомые фокусы. Дейотви- 
тельно изъ прямоугольнаго треугольника ВО]® 


Чит. 7 а 
имен ОЕ=УВЕ:— ВО” 


или ОРУ, 
что согласно с продъидущииь параграфом 


Вопросъ 


$ 16. Дамы ось эллитса, большая и малая, начертиитьэлииит. 

Нусть АА’ я ВВ’ озцачаютт большую и малую оси. Па оеноваши 
предъидущаго вомроса, пайдемь фогусы № и 1". Мы покажемъ два спо- 
соба для пачертая этицпеа. 

1) Воезьшемь нить, которой дациа равна большой оси ДА’, и укра 
пимь ея концы въ фокусхь Ри Е; натинун® пить карацкашевь, бу- 
демъ обводить его по бумаг тавт, чтобы нить переходила съ одной 
сторопы карандаша на друтую и была бы постояние матннута; такинь 
образолъ опяшетол эллииеъ, потому что дая всящой точки, описанной 
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кривой, сумиа разетояшй до фонусовь составигь длину ииги которая 
равна большой оби. 

2) Между фокусани Ги Г зозвмень какую-нибудь точку . Узъ 
фокуса Р, калъ центра, ражусомь АН пяшемь хо дугя одну выше 
оби АА, а другую пижо ея; твяъ же ра - 
Друсомь опитемь диё куги изб другаго фо 
цуса Е’. Ваязъ расхвореще циркуля, равное 
лини АН, опишень дуги изъ фокусовъ Г 
и , принимаемыхь за центры; такниу об 
разом получинъ четыре точки пересбченя 


Риг. 8. 
М, М, жиз: ови принадлежать эдлипсу, потому что, папринрь, 


сумма разотояшл МЕ и МЕ’ рава АН-НА’Н, что составляеть большую 
05 АА!. Подобнымъ построешенъ ножно получать сколько угодно то 
чекь эллипс, чрезъ ноторыя проводять линио отъ-руки. 


Принииаще. Круги поресфкутея, ибо разстонше между центрами Ри Е’ 
мевыие суммы радусовъ АД’, и больше пхъ разноети А’П-АЖ или РН-РИ 


Предложена 


} 17. Прямая, раздъаяющая по-полама уполь смежный зрлу, 
которало вершина ма эльииить, в бока проходить чреза фокусы, 
чатъета одну только общую точку св эллитеоме. 

Соединявъ точку М эллипса съ фокусзыя Л я, полузимъ уголь 
ГМЕ’!, а продолживь бокь № М, получим уюдь ГМР смемный пер- 
вому углу Пусть прямал МВ двлить 
- по-поланъ уголь ЕМР; надобно пока- 
зать, что прямая МП, исопредьленио 
прододжепная, имветь съ эллилсомъ 
только одну общую точку М, а вс 
профя ея точки лежать внф эяжилеа. 

Отложимь МР=МГ и проведен В | 
прямую РЕ, получиию равнобедреизый фиг. 9. 
треугольникь МРР, въ которомь усоль при вершина М раздёлень по 
понанъ, слёд. МД перлендикухярна хь РТ я проходить чрезъ ея сре 
днну В. Возьмемъ какую нибудь точку (} на прямой МВ, она будетъ 
равно ототоять отъ коицовь прямой РЁ ($ 57), поэтому ОР=ОЕ 
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Но леманная ГГОР большь прямой РГ’, 1 в ГО-НОР >МЕ! 4+-МР 
л ОР-ОЕ, МР-МГ, саёд. 

воОЕЕмМ-МГ 
пли О-о АА. 

И таюь точна @} ложить ви элайнса ($3 прим.), Эго хо заключение 
относияся и ко лоякой точи® прямой МЫ, за леключешвмь точки М; 
вар, МД пыфеть одну только общую точку Г съ оллиеонь я ве 
остальных вя точки лежать выё эжлнииеа, 

Такая ирамал называется косательною кг зитщису, в тома М — 
зоо кавиил. 

$ 13. Поэтому, навительною къ эллинеу называетси примая инью 
щая одшу только общую точку съ элхипеомъ. 

И такт, ирамал, раздъллющая по-полала уда, смежный уму 
хоторалю вершина на элантеь 4 бока проходят чрез фокусы 
пасательна ка задиису. 


2 Иарабола 


$ 10, Пусть АЗА» овначаеть обченя конуса по ов $0, в пло 
скости этого офчешя проведемь АХ параллельно проневодящей ЗА, 
и чревъ прамую АХ проведемъ пдоскоть МАМ", периендикухируую 
иъ поскости АЗА?. такимъ образомь получияь оБкущую ллоскоеть, па- 
радлельную производящей, а лишёя пере- 
обчейя МАМ! этой плоскоети съ ко- 
ническою човерхностью, какъ цазь из- 
вфотно, иезывается хараболою. 
Отилемь окрумность «Ев, которая 
кавалась бы къ производящиит ЗА, ЗА” 
л прямой АХ ($ 188, прим.) поло- 
щамъ, чо @, би Г означеють точки 
_`..- № припосцовеня. Вращая фигуру около 
ВИТ осн 30, найдемь, что половица окруж- 
ности, которую мы описали произведеть шаръ, дая котораго ефку- 
щал плоскость МАМ” будеть касательною въ точив 1, и прямая МЕ 
совданяющая какую-вибудь точку парабоды съ Ш, будетъ касательною 
кь шару; прямая Мб также касательная къ шару 8$ точкё К; вебе 
это объисниетон точно танже, кавъ и ръ эдиев ($ 2). И такъ 
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МЕ —МК ( 461) Прямая а поробщая диню 9 цересх- 
четь и парадлельную ей АХ; положимь что В означать эту точву 
пПересфчешя, а прямая ВС— перебфчеше ое 

плоскости пруга 20 съ обхущею пно- 
спостью МАМ: такь какь каждая изъ 
этихь плоскостей перпендикудяриа нъ 
плоскости А’ВА, тои 0$чеш6 ихъ ВС 
перпендикулярно иъ этой плоскости; 
значить око перпевдикулярно изъ ВХ, 
проводентой по этой плоскости. Прямыя 
К п ВС лежать въ одной плоскости ` 
®К, пусть Г означаеть ихъ перес%- Фиг. 10 

чее. Точки О и М лежать въ плосколи МАМ’ а прямая МО па- 
раллельна АХ: въ самонь дёлё, по условло, прямая АХ паралаеньиа 
проязводащей ЗА’, слВдоватеньно она параллельна плоскости КОМ, — 
значить АХ и ОМ ие вотртятоя, а какъ он въ одной плоскости МАУ, 
то АХ паралйельна МО. Отсюда заключавиь, что МО нарадяельна ЗА’, 
и треугольники ХЗ и КМР подобны, слёдовательно МО: =МК:8К, 
а по равенству 56=5К, завиючаемъ, что МО==МК, — значить МО=МЕ. 
И такь точка М параболы находится въ равныхъ раветояныхь оть 
прямой ВС и оть точка Е Точка М взята проязвольно на парабол% 
сотбуовательно тоже доажно сказать и о вофхь ея точнахь, значить 


Всякая точно параболы палодитов вё равные разотоляи: 
от; прямой ВС в опа точки Е 


$ 20 Путь МАО овначаоть параболу, для которой прямыя ЛХ 
п ВС, а также точка №, яъфотЪ 16 же зпа- 
ченён, что и на предъидущемъ чертелв, именно 
что ВС перисидикулярна лъ АХ м что всякая 
течка кривой равио— ототоитъ отф ВС и Р, 
значить ЛИАВ 

Точка Р пазывается фокусом параболы 
а прамал ВС — дирокирисою. Поэтому, 
свойство точевъ параболы, вызедепиое въ предъ- 
здущемь параграф, можно такт выразить: 
зирюдал почка вараболы находится вз рав 
ие раастояняхе от фонуеа ч отв дирентрисы. 


Тиг. 21 
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Прекложенс. 

$ 21 Велкая точка, леосещая не на параболь, будетз блиоке 
лы дальше отетонть отз директривы нежели отв фопуса, 
снотря потому будете лу она назодиться въ параболы иль 
внутри ся. 

1- ут М озпачавть клкую нибудь точку, взятую ва параболы, 
ТИ — директриса, № — фокусъ. Проведен 
ивриендалулярь №0 къ директрисв и дока 
жень, чо М0-<МЕ. Проведемф изъ точки 
М перпендякулярь МЁ кь директрисв и 006 
Кидимь точку № съ В. Очевидно, что 


- МВ-МВЕ-ЕММ 
нЕ 12 а такъ какф точка М ка парзбол5, то МГ==МВ, 
сад МВ< МЕ-УМ 
или МЕ«МЕ. 
Сь кругой стороны перпендакулярь МО меньше наклонной МВ, сябд 
подавно МОм. 


2-5. Пусть Р оввааеть какую ипибудь точку, внутри параоохы 
Сосдинлиь вв съ фокусомь Р и проводемь перпендикулярь РФ оке ди 
ы ректрисё ПШ; падобно доказать что РОЗРР, 

В Проведя лряную МИ, получинь 


МР-ЕНЕ>Ы 
но МРЕМО ($ 15), слёк. 
УР-+мо>Р 
или Р9>РЕ. 
Предложеше, 


$ 22. Прямая, проходящая чоезз фокуса париболы и перпон 
днкулярная и8 дирентрись Эьлита пополамх перпендикулярния 
из ней ворд. 


Пусть 00 означаеть дирентрису а Г фонусь параболы. Изь фо 

. куса опустльъ  перпениикулярь па дирвктрису, а 
изъ произвольной точки М, взятой на параболв, 
опустниъ перпенинкулярь МР па ляншо АХ, от 
ложимь РМ'-=МР и покажень, что точка М 
призадиежить парабод®; отоюда ваключинь, что 
ММ! сеть хорда параболы, перпендяпудярная ть 
прямой АХ, я опа вь точкВ Р дёиятел допохань, 
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а какь точка М взята по произволу, то предложеше будеть поназано 
Проведемь прямыя МО и МО’ перпендикулярно къ директрисй. По 
условию, точка М а параболь, сл. МЕ—МФ; 0 ММ 
($ 53), МО=МО' © 688) мёд МТ=М’О9’” зпачись точка М’ па 
параболв. 

$23 Пряшая АХ, раздёлиющая по позаят перпеидитуллркый кт 
ней хорды пазываетсл осью параболы. 

Точка А, первсфчеше параболы съ осью, называетея воршиною пл- 


раболы 
Вопроот. 


$ 24. Начертиеть параболу, по данной дректрисль и фокусу. 

1) Чертенный треугольникь 260 прияставныь меньшииь катетомъ ие 
уъ киректриез; возьмевь пить, которой клина равна большеиу натету ©5 
одинъен нонець утвердинь въ точк® 5, верщин® тре- 9 
утольшика, а другой въ фокус® Е; патяцемь ити на- 
рандашемь такь, чтобы онъ принасалея лъ катету а5, 
точка М, означенная нарандашемь, будетъ принадле- 
жать парабояй. Въ самонф дёа%, по уеловио, длина 
лити МЬ-НМЕ равна длип® котета М--Ма; влб- 
довательно МЕ=Ма, по Ма перпендикулярна въ 
дирекарись, потому что треугольника абс прямоуголь- Во .. 
ный, змачить разстолея тезки М до фонуса Г н фиг. 15 
директрисы сО равны мелду с0бою, и М примарлежить нараболв. На 
этомъ осиовани получимъ лараболу, евлк будешь двигать треугольини 
@5с тант, чтобы его хатеть ас находилея па днректриев, а карандашь 
прилегахъ бы къ другому котету и нить была бы повтолино патанута. 

2) Чрезъ произвольную точку Н, ввятую на данной обл, проведем 
перпеудикулярь къ этой поодёдией. воб его точки  паходлтся оть ди 
ректрасы А’О ва разтояши ОН, взъ нихь надобно & 
найти тая точки, котормя находились бы ца раз- 
стояни ОН отъ фокуса №; для этого изъ Ш, какъ 
центра, рашусонь ОП опишемь дуги, одшу выше оси, 
а другую ниже оя по поресвчены въ упоминутынь 
перпиидикуляромь; такиыъ образомь иохучинъ дв точ- 
ви М ям’, принадложашя параболб; потому что А = 
ОН--МА!, Подобно этому можно получить друмя точкя 
параболы чрезф которыя проводить дишю отъ-руяи. 


Фиг, 15 
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Предложение 


$ 25. Если раздълищь по-полам узоль, которо вертина ни 
лараболь, одень боко пролодитв чрезв фокуса, а дру бонз пер- 
пендикулирена кз дирентриев, то всю точки равнодьлящей 
этот уюлз будута лежть внь пираболы за исплоченемь 
верщины. 

Зозьшемь каную нибудь тому М на парабохь  соодинимь ве сь 
фокусомь Е и проведемъ перпенряпулиръ» МВ къ дирептрисв, пусть 
МЕ евть авобящея уголь ВМГ, кдокажемь, то всякая точка М 
этой лини ложить выё параболы. Прове 
кемъпряиыя МР, МВ, ВГ, а № порпепдику 
дярно пъ дирокгриеф. Въ треугольник ВМЕ 
нифвиь МЕ=МВ, ябо точна М лежить на 
парабол»; слбд, МВ есть равнодфаящал уголь 
равнобедрениаго треугольника, а потому она 
перпевдивудярна къ основанию ВИ я Дфлить 
его пололамъ; отсюда закаючаень, что №Е= 
МВ (6 53) ро №4, какъ перлендикуляръ меньше наклонной №3, слёк. 
МО-<МЕ, значить точна М ри параболы ($ 21). Тоже занлючеше 
относится ко всякой точкф равподфаящей МВ, за искяючешемь точки М 

$ 26. Прамая, пюбющая одну общую точку с% параболою, и ле- 
жащая остальными точкани вн этой кривой пазываетол пасотельною 
ив парбаоль, 


3  Гипербола 


$ 27. Гипербола, по ва олредфлению, получается отт, равовченя хо- 
нуса плоскостью, которая ветрёчаеть часть ого произведящихь, а также 
часть производящихь другаго конуса, который происходить оть иро- 
дояжешя вевхь производящихь дамнаго, за ето верщину. Такизъ обра- 
зожь лишя эта бсостоить изъ двухъ отдВяьныхь частен: одна МАМ! 
находится на данпомь конус®, а другая МАМ дежить на другомъ 
хонубв, происшедшомь оть продолжешя производящих нарваго. 'Чревъ 
овь ЗО конуса проведем пяоскость АВВ, перпендикулярную къ дапной 
сФкущей плоскоти МАММА”; путь АА означаеть ихь взанниое 
порвевчене, а ЛСи АВ — производящая. Впишен опружности, ко 
торыя бы касались къ отимъ тренъ пийямь и находились въ углах 
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АВВ и А'С, точки прикосновеня означииь буквами Г, акб, Ра’ 
п Полуокружности этих круговъ, при обращения фигуры оконо оси 
$0, опишутъ щаровыя поверхности, иъ 
тоторыть ефлущая плоскость МАММА! 
будетъ касательною въ точках № и Е’; 
тои а и 4’ опишуть окружпости 
Возьменъ вакую-пабудь точку М па гп- 
иерболв и совдивимь ее съ точками 
прахосковемя Ки ноь вершишою 9° 
прямая МЗ вотрётить одружности в% 
точивх® Вий’ и будеть касвтельною 
къ шарамь въ этыхъ точкахь, МИ и 
МЕ также касательныя къ шару. Ве 
вышескаванное объясняется точно татъ- 
же, какь въ ораиие$ ($ 2} 


И такъ Фиг, 18. 
МЕ—М, МЕ -МЬ отеюда МЕ'--МАНЫЙ. 
Но БАГ ИИИ ==ЬМ: и ДФотвитеньно, точки в, 6, @, И, Кий 
составляют точки прикосповеня касательныхь лиш къ шарань про 
ходящихь зрезь зершяву 5, поэтому 


81—ба=55, 
Ви -=Ба =; 
отъ сложены этяхъ равенетвъ получим 
= 
И таиь МЕ — МЕ-ва'=ЬЫ 


Отоюда ваключаень, что разность разстолнйй точки М зитер- 
болы ото зточень Е’ в Е воть величина постояниал Донаженъ, 
какь и въ $3, 110 эта постоляная равна АА’, те что АА’ 
а! ==. Па основанш $ 188 

Аа-=АТ', Аа—=АТ, отца ва’-=АЕ — АГ: 

А'Ъ-АР, А У-ЕА'Е! отеюда ИАА 


ГЕ'.РАР 
ГР’ —2АЛ` 


танъ гакъ аа =” 10 АГЕЗА, и 
ав А -—АР-АР! АР АА 
лёдовательно МЕ! —МЕ-=АА! 


Точка М взята по произволу ма гинербол®; сафдоватеньно найденное 
свойство припадлежить воРиъ точкашт гиперболы Н тапь, разность 


— 286 — 


разстоний порюдои почки типерболы до двух точена Г и Г веть 
лостолиная величина ЛА’. Притомь калъ сейчась замчено, АРА" 


$28 Пусть кривая ХАОА 8 (фиг, 19) овначавть 1иперболу, для 

которой приия АА’ и точ Ги Е пивють то-юе значешь, что и 
ы - па фогур® предъидущаго параграфа 

Изъ середины О прямой ДА’ в03- 
итавизь перпендикулярь ВВ. Прямыя 
Х1 и ВВ’ назызаются осялир гитер- 
белы; первая называется переськаемою 
5650, потому что она вотрёчаеть кривую 
> = въ точкахъ Ап А. влорая же-но 

а 10 пересъкавною овью 


Тонаи Ай А перебёчетя оси съ кризою называются семиинами 
типерболы; часто разстолше между вершинами называются также осью. 


Середина О первсзкаемой оси ЛА называется ценироме гиперболы 


Прицявъ эти названя, свойства точен тинербозы можно таь вы 
развить: Разность фазетояни каоюдой точки знтерболи от ея 
фокусов» равна перестаемой оси. 


$ 29. Чермене зитерболы. Пусть дана переофкаомая об АА я 
фонусы Ри №; требустся пачертить гаперболу 


1) Пристовимъ линейку (какая имфотоя подъ рукой} однивгь концом 
зь фокус Р, а кь другому ея концу 2, упрёпинъ нить, которой длина 
равна разности меджду длиною лилойня 
и 065ю ЛА’, свободный конещь этой 
нити укрёдиыь на фокусв 1’. Натя 
ненф нать кораннашень такъ, чтобы 
оиъ придегаль плотно иъ краю линейки, 
тогда каранкашь означить точку М 
принадяелащую хипербошй; лотому что, 
ло усшомю, разность между длиною 

Фиг. 20. лияейки РМ--МР” и натью РМ--МГ, 
иди МЕ —МГ равпа оси АА’. На втомф обновани гипорбола начор- 
титоя, воли будемь обращать люнейху около фокуса №’такь чтобы ка- 
рандашь прилегаль къ ся краю, а нить бышв бы постоянно натянута 
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2) На осн гиперболы возьмем произвольную точку Н, вв прамой 
АА ‚ получишь АН—АН=АЛ” оововываясь на этомъ ззмёчанх 
найдень точки, лзъ коихъ каждая отетояша- 
бы отъ одного фопуса на раволояне А’Ы, а 
оть пругаго на АН. Для этою изъ фокуса 
Е, лань центра радусомь АН опиленъь в 
ругя, одву выше оси, а другую важе ея; 
сбуъ-ие растворенемь опишену цв дуг, при- 
виная №’ за центръ; точво также опишехь 
дуги изъ фовусовь @ п Е, привимаемыхь = 
за центры, радфсомъ А Н: пересбчешя М Фиг. 21 
т, "и ш’ будуть привадлежать гипербол®, потому что, напримръ, 
для точии М инфемъ МЕ! МЕ-=А"Н-—АП-АА’. Такимъ образомъ 
можно получить сколько угодно точекь гяперболы, чрезь которыя прове 
дитоя тиши отъ руи. 


КОНЕЦ 


ПРИБАВЛЕНЕ "), 


0 предфлахъ вообще Измбретие опружноски и изощадие 
круга 


$1, Постоянною величиною називаетен такал величина, которая 
в продолаюенйв доназотельство каноо-либо предаонееная чаи рииеная 
зоярови, созраняетаь одно в тоже значене. Напритивь, перелльнною 60 
даечиною называстсн такая овличина, которая, при пить ее обетоя 
полотнах, изминлется ($ 295). 

$2. Возьмемь перодическую довятичную дробь 


0 999 


и сразнимь ее ©ъ 1-цею. Неродическая дробь 0,999... есть переибиная ве- 
аичныя, а 1-ца постолциая величина; между этыми величинаыи легко уско 
трйть оддующую зависвыость: еъ увезичошень чела цифр позучается воз- 
растающ рядъ дробей, но зовгдо меньшнихь доетолицой 1-цы, хотя равиоеть 
вожду Т-цею м тим дробями умевьщаетоя и, при доотатючиощь чнса8 цифрь 
эта разность можеть быть одбдана мельие нолвой далиой везпуииы, такъ 


азиостг меяму 1 цю п 09 рава И, 

, , 5 0,99 > 

› > 0,999 > [лоб 
итд 


+) Статья о ‘иродфлахь хожот 


зазИЫлН статыю о безконелио-малыхь, каложениул 
ь зской, иастолщаго рукозодетоа, 


— 9 = 


Въ этомъ омыеа® постояничи велачика 1 цы цазываетеи яредъломе п ре- 
иЪиишой 0,999.. 

Вообще, зостоянное количество называется предьломь поромънноло ко 
зичества, вели это послььднев, оть какош-либо дущетиля, увеличивается 
или уменушиянся накь, ‘ипо разность между этими двумя количествами 
можеть бъзнь едюлина менмие веякало данноло количества 


Предл теше 


$3, Иредниию двухь перслюьннить величинь равны меду собою. если 
самял перелюнныя при ость послтдовательнихь излъненяль оспимотся 


равнилие. 
Пускь А сеть предбль перемфлной х, п В вен предфат той во пере 
ЗАШй х чт дя вратвоети будем озатать такъ 
А==пред. х 
Випрел. х 


Полиниит, 110 предыаы перавны п пусть А болыие В, разпость между 
павтоятиыхие А п В будет тоже постоянцое количество, полололеь, чо 


АВЕ, отбюда А=В-Е 


1) Предположим, что иеремфнное х приближается къ сновму продфлу, 
увезичиваясь, значи Ах п Вх. Разшюеть метду постоянною и перенулюю, 
волфдетые опредфлешя предфла может быть сдЪдана меньше велкаго даниатго 
колнчества 2, сяЪд. 


А-х<" 
вставинь пт это перавеиство, выбето А равное ву В-НК потутиеь 
В-ЕЕ — х<ь 
пай {8-Е 


Поелднее цераленство нелозможио; дАйетвительно, въ первой его части 
член К постолиное количество, слёд. сумма (В-—х)-НК веегда больше к, а 
мы нозучили, что она можеть быть дана меньше всякаго’ даниаго количе- 
етва 5. Такой иозфиый выгодъ проноходить оть новбрнаго предпохожснл 
по пребым А и В перавиы можду собою  сяЪи нообходимо завлочить 
то А-В. 

2) Предпозожлигь, ито перелбишое х прибанжается въ своту пробу 
уменьщаясь, жпачиеь Ах в Вх. Разшовть между перемфиною и ви пре- 
АТавиь, по опредфяенио ($ 2 приб.) можеть быть сдфлана моныне веякаго 
даннаго количества 8 сх 


— в — 


х—В<ь 
ны уте гиды 10 А ВЕК а отеюла 
В=А-&, 
поставивъ вг предыдущее неравенетво, вифето В, пвпов ему иайдемь 


х—(А-—КЮ< отеюда х— АНК 
или о 


пераленстно это невозмолио, бо К воть постояцшая везятина, слФд, первая 
часть воегда больше К и сд, не мометь быть мепыие воякаго лаикато коли 
чества 5. Итак нельзя допустить неравенство предбаовь А в В, значить А—В 


Предложевае 


$4. Если поремюнное и со предьяь умножатся на постоянное ко 
анчестово, по иредпломь яеувено произведеня будеть впорое произведене; 
дял вразкости гонорлтъ: мережьнное холичество и еб прадъль можно ум- 
ноэсииь на постоянную величину 1 в если А_пред х а м постоянное 
количество, то Ашьыпред. хто 

1) Пусть А>х. Умножиаъ 008 части на положительное чнело п, позу 
миъ Ала>хта Разность между постоянныме Ал и церемвепымъ хш пи 


Аш-—хи—{А—х) ш 
Докажемт, что эту разность менше сдблать мецьше ясякаго дапнато хотите» 


ства в, По условно разность шежду предяонь А м перовбипою х можио ед3- 
чать шейьше всякаго дацнаго хозичества,. савд. и мольые Е в такъ инфемъ 


8 
2А—<, 
умножить, [03 части этого неразоиства на положитоньнов колитеетво г, по 


лучиыь . 
{А—х). п< 


И такъ переибниое хи въ увезичемомь х узелиливаетсл таль, что разиость 
между постолинымь Ал и перенфишыиь хоа можеть быть сдфлаца мецьше 
зелкаго даного поличестиа слёд, постояниоо. Ала @еть. предфаъ дереми- 
цаго хи ($2, приб.). . 
2) Пусть А«к. Дыьн лее объяешене тожо, что я въ предыдущем 
«луча». 
* 


Предложене 


$5 Если отнощене перенюннихь, при измюнени иль по какому 
ибо зажону, есть постоянное количество, то отношеще ить уредьловь 
равно этому постоянному. 
Пусть А пред. х. (1), 
В=прек. у. (2); 
поожниь еще, что съ изиёиещемь перемёицыхь хи у, огпопеше ихъ равно 
цостольной величин шп, т. е, положим, что 


Изь посяфиняго равоносва иифвиъ 

ху . 8), 
умпотивь пербифииое у к ето предбаъ В на постолниое ш ца основаши 
предыдущиго преддожешщя, получим 

Вт-=прея уш, 

порембаиая ут вз втомь послбицемь выравеши м перомфииаи х въ (1} вырт 
евр разшы иожду собою на осповаящ (3) рапенстяа, сабд. и предёяы ихь 
равны между собою ($ 3 приб.) т. в. А=Вш, а отеюда 


А. 
вп 


Предложен! 


$6. Окружность есть предьаь периметровь вписанныхь пуравиль 
ныть инооуюльниковь, а также и описанных около нея правилнил 
мнозоутольниковь, кода число сторона этиль мноюуюльнияовь Пете 
зенно увеличиваетов. 

Пусть С означаеть окружность ивкого-ныбудь вруга; въ этой окружно 
стл влишемь хакого-пибудь писала сторон правизьный иногоугольнаь и оли 
шемъ около опружвости правильный же иногоугольникь одялаповаго чноха съ 
первымь; вообразямъ, что число сторонф этихь многоугольниковь постолнио 
улнаняается, таклмъ образомъ внисаклые лераметры, которые пазовемъ чрезъ р, 
будуть уволичиватьен, а описанные, позовешь их Р, будуть уменылаться 
{$ 301) прачежь пишеанные перпметры будуть меньше окружиости, а опи- 
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ванные больше ея. Намъ извфотио ($ 308), что можно въ кругё вписать и 
описать окозо него правизьные миотоуготьжкя одинановато чиеаа сторон, 
воторыхь развость периметровъ можеть быть сдёхана меньше всякой данной ве 
личины, а вакъ Ор и С<Р ($ 801), то подавно разности С—ри РС, 
цашдая, можеть быть одфяана меньше воякаго давнаго козичества. И такъ 
окружность С сеть цобтоянное кохичество, къ которому нерем®нныя риР 
приближаются, первое увехичиваясь, а второе умепьшаяев, притомь разность 
между постояннымь С и каялымь перемфинымь ри Р можеть быть сдё- 
чаша меньше воякаго дамнаго козичества, сад. С-пред р и О-=иред. Р 


Предложене 


$ 7 Окружности пропоршональня иль радусамь. 

Возьшемь двЪ нашя-нибудь окружности С ис, цеитръ одной О, кругой—о 
{фнг, 182), радусь первой В, радуеъ второй-к; пообразлиь, что въ гру 
гажъ вписаны правильные уногоугощьниия ое пт, 152 
цАКОВАТО чнола оторонь иди описаны таве в 
нногоугольнихи, пусть АВ и 2 означають 
бота вписанныхь иногоугольниковь, а А’В' и 
& — бока опиезаныхь млогоугольниковь; пред. 
отазииь 066%, 410 писдо оторочь этихь мно 
тоугольиивовь постепенно удвалваютел, пусть 
Р’нр’ озиалають периметры одисанцыхь иногоугольниковь Вегбдотве пре 
дыдущаго предложешя пыфень 


С-=прех. Р 
=ирех. р. 
Но периметры правшаьныхь кногоугольникорь, одимаковаго числа, угловь про 
поршональны апооемань # радёусань вруговъ описаниыхь опозо очихь мото 
утольниковъ ($ 294), прачемь ОМ--В ия оп-г суть апоеены отисациьыхя 
иногоугольииховь° сад, 
р: р. В! 
В такь отнощеше персмённыхь Р’и р’ воть поотоялтое количество В:х 
значить и отношеще ихъ продловь Си с равно этому постояилому {$ 5 


ириб.), те 
—В г 


с: 


Предложение. 
$ 8. Площадь круш есть предъль площаден впмепинихь правилениль 
мновуюльниковь, а таке ч овисанныть сноло нею правильнижь мною- 
зполниковь, кода число сторомь отить инооуюваниковь постепенно удва- 
вается 
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Пуеть 8 озвачаоть площадь даплаго вру © пзощади правихьныхь 
иотоугольниковь одишаковато числа оторрнь, описаныхь и вииеавыхь 0% 
вруг®, которыхь чподо сторонъ постоянно удваивается, Очевидно, что $ воть 
зостояниое колитество, и 4 — порвмфиный, первое умепьлиется, а вто- 
106 увелитиваетсл съ удванвашемь числа сторон; разлости 0—5 и 5—4 
каждая, жолеть быть сдёлана меныме яолкаго даннего нозичеетва, 60 3 заи- 
чочаетоя немху (п а, а разноеть этохь посхёднихь можеть быть сдвлана 
меньше псякого даннатго количества ($ 303). И такъ 


В—предх. 9 
Б==пред. 9 


Предаотенае 


$9. Площадь круа равна окружноети умновеснной на половину 
радуса. 

Пусть $ оввачаеть площадь данниго пруга С -—егв окружность В — 
радусь. 

Опишень оиодо крута правильный мпогоугольнииь я будемь упеличинать 
810 Число сторонъ, пусть о озиачаегь плолцади отиванпыхь миогоугольликону, 
а Р—пхь перинетры. Таз накь окрумиость соть иредёль периметролт опи- 
сапеыхъ миогоугольиикоть ($ 6, ириб.), то 

С=иред. 2 

Умпожиеь перемфаное Р и ея предёзть па постоянное количестве У, В 

получиыь ($ 4, приб,) 


В 


С 


& 
а=ирел. Р.>. 


Шо площадь мпогоугохьника описаплаго 0козо круга равиа со периметру, умио 
жениому на половину радуса ($ 267), фл. 


р 
в Се 9 
шо на основан! иродылущаго $ лыфеяъ 
З=прел @ 
И тавь одно и тоже перонфииое ©) пыфеть дна предбла Зи С. 


предфаы равны между собою ($ 3, ириб.) Позминту 
в 


‚АА. РИ 


$ 


Выводъ повевхкостей п объемовь Круглыхь толъ 


$ 10. Поверхиовть называетел вымуклою, будеть ли она миогограинал или 
цривая, если из пересфчеши ея съ прямою апфею нельзя позучить больше 
двухь точен 


Аксгома 


$11 Всякая илоская фиира меныше выпуклон поверхности чо 
зцем в ней обийй обводь 


Предложен с 


$ 12. Велкая выпуклая поверхность меныие объемлющей ве поверх» 
кости, воли объ имиють общИй обзбдь. Доказательство см. © 468-Й стра 
уица 245 


Продчожение 


$ 13 Полная повертность цилиндра больми полной поверхности взи 
ранной в» ней призмы и мениие полной повертносимь отиеанной около 
чилиндра. Показательстве см. $ 463-й стр. 246. 


Предзож ен! с 


$ 14. Вседа можно вь цилиидрь впиволть и около нею описать рябь 
знакихь призмь одинаково чела зраней, ина Удваивая сло этить 
послпдния, разность между политми повераностлии, а зпалиее в обы- 
мани отисанияль и описаниить призмь можеть безть офъяина мениие 
оснкозо денноло количества. 

Зипитемь вЪ осцовануи цизпокра правидыюый миогоугольникь и оплзцемь 
ему подобный, па этихь мяотоугольнякахь построныъ пряхыя` призыы, вии- 
саншую и описанную, у нихъ булеть общая высота съ высоте цилипдра, 
воторую иазовемт букною Н. Вообразимь, что число стороиь инотоугольи- 
вонЪ постененио удвалиястся и важдый разь строятся виисанчая и опиблииая 
иризиы 
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Иоложимь, чта Г озлачаеть периметры описание, а р-втсациые, П— 
инооема первыхь многоугозьниконь изи радуеь основами цилшяра, й г 
опоовыь зилеашиыхь многоугольиаковь. Пазовемь бузвани (оп @ полный ио 
перхносты описанной м вопеикиой призыъ позлучимь ($6 319 в 400) 


9=РН |-2.Р=ЕР(Н-НГ) 
Ч=ЕРН--8.рт- рСН-Н!). 


Аб ччены РН н рН выражають бохоцыя новерхноети призхь, & 2. 
изощади осионаши приза, описашной и напеаниой. 

Составииь разности 

9— ч==Р(И--А) Ию; 
ъв удвоешент чшело оторовь описаицаго и вписапнаго миогоугольниковь раз- 
вость периетровь Р— | в разивсть (И-НА)-—(И--г) или разшееть амины 
Вх могуть быть сдфаалы меньшие воякаго данпаро кодичеетна; сдби. раз- 
ость 9—ч межие одТмать мецьше всяхаго данцата количества (си, вы(осву 
и1 стр. 247). 

2) Пусть Х и М означають суъемь ы основаше призмы описанной оболе 
цряиндра, у я м—объемь п осиоваше вниеаиной призмы, Ы общую высоту 
цоввицира м иризыь Извфетно {$ 432), это 

У=М.Н, 
У=м.Н; 


В. 


азноеть МН—пН пап П(М-— и) можеть Пить сдышяца неньие леякаго дан 
паее количества, оли удвамнать чиело стороиь оспорашй М и п. ибо мие- 
житель Н веть ностоянпная величина, а другой множитоль М-ва монщия ед. 
тать шеьше псязаго даииаго голичества (см. домазательство $ 4 приб.) 


Предзожение 


$ 15. Полная повераноеть цилиндра есть зредъаь полныхь поверх- 
ностой вписаннить вь инлиндрю призмь и описинныть около нею призм, 
вели поснопенно удвамвать число зраней отихь иризмо. 

Въ сямомь дб люаная поверуновть цилеодра веть постоянная величима, 
цолная новерхиость вилевииой призмы увеличивается, а онисдиной умбуерильтея 
съ удпоещемъ чполи ихь грапей ($ 399), при том разность между полнею 
поверхиостью цилпидяа м наждою язт уцомямутыхь нопорхиостей призит мо- 
меть быть сдёлана меньше вонкаге капиаго количества, ибо молиая позерх- 
пост цилиндра бальше попюй понерхиоегу виисаниыхь призыф и меньше 
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иижиой поверхиосги описениыхь иризиь ($ 13, приб.), а разность между этимн 
крверхиоетнии иризмъ, на осиовая предыдущаго иредложеня, можно сдачи 
меньше веякаго дашнаго ходичества 


Предаожене 


$ 16. Полная повореноето цилиндра, равна произведено окруменоени 
беновайн на сумму производящей цилиндра и рауса ею овновазая 

Пусть 8 означаеть позиую поперхиость циаиндра, Н-—-его высоту, виа же 
и иролзволящаи и В-—ращусв основаны. Надобно доказать иго 


Опотемь призму около цияиилра и будемь удваг вать чиело ея грапей; 
пусть © означаст подрый опивливыя лопорхиюсти, Р--мерямотры алюанныхз 
миогоугольнинонъ. ` 

Окружность 2=Й сеть шюдьхь перимет]озь Р ошеаниыхь овохо ися мио 
упьшиковь ($ 6, прыб,), т. в. 


2=В=щед 1 
умиожимь перое®нное { п ея предфль 2 В п! поотояниое количеетво Н--Г 
позучщиь ($4, приб.) 


2-Е НЮ-=ирм Р(Н-НВ) {0 
Веяблотне предыдущаю предложошя, измбезгь 
8—ире. 9. . .. @). 


Шо полая поверхность описаиной призиы © составиястея изъ бововой по 
верхпоети ТЫ и двухь пзощедой основаши;, кождая изь этихъ ижощадей 


Чита ($ 267) Р.П; ыы. О-ЕРИ-НРЕ, хат 
9=Р--В). 


Я тань вь (1) и (2) выраненяхь нервужиныя О и Р(П-ЕЕ) ровнь 
шижлу собою. знаулти, и предймы ихь равны (5 3, ириб.) т. е. 


= = (Н--В) 
Иредложоние 


$ 17. Боковая повеухность цилиндре равно, пронаведению окрузеное пи 
новая на производящую. 


— 10 — 


Пусть з овначаеть боковую поверхиость цпавекра, ДП ражуеь вте осно 
вашя, Н- производящую; надобно доказать, что 8=2 «В.Н. Вычти изъ лох- 
ной поверхности цизивдра 3 удвосиное ословеше т в 2-1? получинь пе 
помую боповую поверхиость з слёд. 


$2. 
10 на обноваши предыдущаго предложеня 
5—2 = ВСН-НВ) 


[У 
3—2 В(И--Ю-—2 т? 


развернуюь снобни по сопращеши, получинт 
3=2+ВН 


Предложено 


$ 18 Обземь цилиндра есть предъль для объомовь призм» вписанниль 
и описанныхь оного цилиндра; воли чисао зраней этиль призмь посте. 
ленно удваивается. 

Дайстнительно, объешь циянидр. @ёть постояниая величина, ‚ объемы 
виибинныхь и олисанныхь призы исрешфниыя, именно перимя упеличиватся 
а посяфдшя уменьшаются (6$ 899 и 301), разность между этним перев 
выни можно сдфлать меныше вояваго даннаго количества ($ 308}, а какь 
ябъемъ циличдра очевидно заключается между объежами прязыь випсанямх» 
и бнисанныхь, хо подавно разиости немду объемом, циянидра п призмами 
хакъ опиемшыми тан п виисанными, можно едфлаеь меньие волкято дапнаго 
золочества. 


Предложен: 


$ 19. Обоемь цилиндра ревень произведению сло основания на вивоту 

Пусть У озпачаеть объемь цилинира Него высоту В - ращусь оби 
ван, надобно дохазать, что 

У=« ВН 

Отилеюь оноло циалидра призму и будежт увеличинать числе вл гранен, 
пизовемь У объемь этихь призиъ, а площади оспозашй будем пазьЕват 
бузною @,. Намъ извфетию ($ 8, приб.), чго площадь круга «В? воть пре 
Аблъ Для онисанныхъ паощадей миотоуголипикои <, т. в. 


Вары 0, 


_-п- 


уипожихь перенилое м вя предёнь на постояниюе Н, позутичь 
<В?.Б=ир ©, Н (1) 
Выйдетье предыдущаго предложен я 
У-=прел. У, (2) 


Вь выражешяхь (1) п (2) первыфитыя У; и О;.Н равии между 0600 
($ 432) ыЪд. и постоянлыя количества равны между собою те 


УВ Н 


Предаомжонте 


$ 20 Лолная повереновть конуса болмие полной поверхности впи 
ванной въ ней пирамиды в меныие полной поверхности описанной пи 
рамиди (Доказательство см. ца стр 249). 


Иредаоженте 


$21. Вседо можено в& конусь вписать около нею онисоять ридь 
заакиаь пиранидь одинажовало. чщела зраней, ‘аио, удвамвая число ить, 
разность между помилии повертностлми, а также в обземали: описан 
задь и впцеанныхь пирамидь, можеть бить сдтълана меныше всяко» 
Эаннио количества. 

Зииитель ви основаши доцума и онымемъ около него два 
правырьные многоугольнина одипаковаго умела сторонъ, пусть 
Г озпачаеть перимотрь описапнаго миогоугольник п АВ 
одиит изъ его бововъ (фиг. 250), р--периметрь вписаинато 
иногоуголышка к ар-бодииь изъ ето боковь, ОМ и Ош 
узпачиноть апоосмы этихъ миогбугольниновъ, Примемь эти 
иногоугольцики за ооповашя иправидьнькь нириниль, а вер- 
щину копуса Т за вермину отяхь оифамидь; аповемами ин 
рамыхь будуть прлиые ТМ п То. у 

1) Положяитъ, яя кратности, по 5 означает пошую 
поверхиовть конуса, О и 4-соотовтетнонию полный поверхности онисаиной и 
зииеаицой ппрамидь. Получиые (8$ 401 и 267) 


тр МГ РМО =: Р (МГ--МО) 


Фиг. 250. 


@= 


8 
= ЗваыТ-- тр вр {шт фа 0), 


отсюда 


9—1=57 (Тм Ур (шТ+но) а) 


Разиость Р—р можно одфлать меньше волкаго даннаго пояичества, есши Уд 
ванвать 11010 сторолъ основание пнрамидь, разность другихь моожателей 


{МТ-МО)—(ит--т0)=МТ —пТ+М0—ш0; 


но МО-—-шО=Мш а МТТ, какь разность двухь боков треуодьнциа 
МОш вевгда меньше третьяго боха Маш; поетому 


{МТ--МО)-—(шТ--10) < Ма 


тп, как разность ацовемт опиеаниаго п воиединаго многоугольника, съ удвое- 
февь чатода боковь, можие елбдать меньше веянаго даннаго козичеетва ($ 303); 
заэтому па основы выноски па странпдф 247-й, вторую часть равенетва 
(1) а №. я @—а можно одбалть меньше нелкаго даннаго позичества, 

2} Пувть У, означаеть объемы пирамяль описанныхь 01046 конуса, у— 
объазтя виисанныхь иирамидь, Н-—общую высоту пирамидь, она же есть вы 
сита попу, М п п обнованм пирамид описацныхь п вписанных Ве2д 
стве выравешя Для объема пирамидь получить 


МН 


3 


вл 


УИ (Мп) 


1 этомг произведении ниожитезт И повтояное количество 1 множитсн 
М—т, выражающи разность ихощадей описаипато и виисаниаго миогоугоди- 
пива, какь известно, при удваивани числа оторонь, мою мать меньиф 
всякаго даинаго кохячества; ва, и произведеше ихь пай У:;—у ножегь быть, 
одьлано меньше веякаго дациаго количества. 


Предложение 


$ 29. Полная повержность конуса есть предъяю полныхь поверхно 
стей описаннихь въ хонуеь ц описанныть около нею пирамидь, всли то 
стопенно удвамвалиь число зраней атить пирамид. 

Въ самомь Кыз, иодлая поверхность бонуса есть иостолилая пелетина 
разиость между полиою понерхиостью конуса п этими перемфиными монету 
быть сдфлана мепьло воякаго даннцаю  кодичества, ибо полная поперхноеть 
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зовуса больше вписанныхь полныхь поверхностей пирамнлт п мене описаи- 
ныхь ($ 20 приб.), а разцость между этиыи поверхцестями пирамид» зожно 
едфяать меньше веякаго даннаго количества 


Предложена 


$ 23. Полная поверхность конуса равна, половинь произведеня окрузже 
ности овновойя на сумму производящей и радфуса основания. 

Пусть 8 означаеть полпую поверхность конуса В — радует осчовашя 
К— производящую; надобно доказать, что 

3=2=8В (К-РЕ). 

Олишемъ правильную пирамиду отоло конуса и будешь удваивать чиехо 
траней; пусть ( означаегь полную позерхноеть описаилей унранкды, Р-— 
периметрь оснозашя пирамиды производящая К конуса будоть апоемюю опи 
«анной порамиды. 

Изввстно ($ 6, при) ито 

2«А=ще Р 
1% 
1 1 

28=Вз(к--Ве=щед 5 (КЕ) {1) 

Изафетно тоже, что 
8—пурел. @ .... @). 

Но иолная поверхность правильной пирамиды © соотавляетея изъ боковой но 
верхности Рз и шощади оспованйт р: вад. Ч-ИОЕРЕ или 


1 
ос. (К-Н® 
Н такъ вв выражешяхь (1) п (2} перешвииыя равны между собою злалить 
я предбльг ихь равны, т. в 
9=2=В.1 КЮ 


Предло женте 


$ 24. Боковая повераность конуса равна окружности основанёл унно 
эвенной на половину производящей конуса» | у 

Пусть 3 озлачаеть боковую поверхность конуса В-_рилНуот обнови 
К-— производящую; падобио доказать, что 


к 
8—2. Н.5. 
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Вычтя изь подной поверхности 8 конуеа площадь осцонашя г” молчишь 
искомую бопорую лонерхноеть 
==Б— < В? 


ищи 


=. КЮ 


по сопращени 


Предложестае 


$ 25. 06 емь конуса сеть предъль для объемов» правимнихь ту 
‚иидь вписанныхь у отиванныхь около конуса если число фаней этиль 
лирамидь поспеяенио удианвается. 

Д\йствительно, объевст, конуса бохьше объемовь описапныхть вв шецъ пи 
ранидь и меньше олисанимхь, а нанф розиость между ошиеитымы п лии- 
алшыки пирамидами можно сдвлать меньше велкаго даниаго количества, те 
подавно п разность между объемами описаниыхь инрамидь п объемемь ко- 
нуса, а таже разиость между объемомъ, Боууса и вилслилыми лпрамидахи 
зожно сдблать меньшие ненкаго дачнаго количества; ирлтомъ объекь конуса ло- 
стотнвая величина, ® объемы дписавиыхь пирамидь уподичиваются, а объемы 
олисанныхь уменьшаются ($ 439). 


Предаожен1е 


$ 26 Обаемь комува равень произведению с основамя на знреть вы 
Фоты, 
Пусть У озиачасть объень даниаго конуса, П-орадуеь ословийя и [-— 


высоту; площадь осномийя ьмразятся «В? и надо доказать, что У #2. 1 Н. 


з 

Около конуса опишешь плрамлды, которыхь объемы пазовемь буквою У,, 
площади основа пирампдь—буквою М, высоты пирамииь будутт обийи 1 
высотою Н конуса. Мы вндбиы, что 


==иред У, (1) 
нам» также извфотно что 


„В2==пред, М, 
униожвнь переимшое я са предфкь ца постониное п, полу тит 
и н 
= нА М... @) 


— 15 — 


Вь (1) к (2) выражешлхь переифиныл равиы между собою {$ 439) 
«ак и предьлы пхф рвны между сю те 


Н 
У=- 5 


Предложение 


$ 27, Сиаментная поверхность больше втисанном в? ней повержности 
и менше описанной повертности (фиг. 953). 

Возьмемь сегментную поверхность, пронеходящую отЪ вращения дугя ЛВ 
окружности О окохе даметра АС. Дугу АВ раздближь па произвольное число 
равиыхв частей, напр. па четыре и соединаму смежный точки дуг 26$ 
Алеши, такииь образомь полушшиъ зписашную правильную 
земную лио АДСВ. Чтобы описать пранаъиую домавую 
чиустимъ иерпендикулеры изъ центра О иа боя вияезиной ло- 
маной до пресбчетия съ окружностью, а зрезъ эти точки лере- 
«Вченй проведем каватольлыя къ опружноето; пубть А’, 0’ 
С’ и В, озмачвють точни пересфашия этихъ иасательныхь съ 
продолженпыми радуса, ОА, ОР, ОС и ОВ; такииъ образомъ 
получиась описанию правильную аоманую А’’С'З’ ть обря- 
щешя пзоской фигуры АСС около даметра АС, лошавная АДСВ произведетъ 
впосанную поверхность № согнентной поверхности, а домашея А О’ОВ’В — 
отисонную поверхность. 

Сетиентная и вписанная въ цей поверхостя упираются ва общий обполь— 
окружность, онисанную райусояь ВЕ, слбд. сегментичя поверхыость, лать 
объемлощая, больше зиисинной яъ ней поверхности, кавъ объемаемой (5 12, 
приб.). По той же причиив согшентная поверхность меньше поверхности про- 
понедшей оть обращен иравизыюй доманой А’ТУ’С”В’ сложениой съ поверх 
ностью, происшедшею отъ вращимя прикой ВВ 


Предложение 


$ 28 Всеба можено впчеить в сезменлиной поверхности, и описать 
0%040 нея такая поверхности, что разность между нини можно сфь 
дать мениие всяко данноло количества, 

Вь данномъ сегмент виишем» я опишем свело него поверхпости способ 
чомь увазаннымь въ предыдущещемь параграф. Пувть 5, означает опи- 
чаниую понерхность, з—виисаниую. Навь извжетио (9 471), что поверхность 
прояешедшая отъ вращеня правизьной зоманой оноло дбаметра круга опяоан 
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цаго окозо этой ломаной равна произведению оу рузжиости ву ней влисашной ва 
зысоту; с26д. 
З1=2 «.АО.’М-- ив ВВ 


3=2 ха0.АР" 
сабровотельно 


$-5=2: (40 АМ—а0.АЕ)--пов. ВВ. 


Веди удванваяь чпсде боковь вопезиной п оппсаниой доманыхь, то раз 
пасть ЛО—а0, ини разность апооемъ, можио сдблать меньше лолкато даниаге 
колииеетва; тоже снашемь и в разности А'М-—АЕ АК-МРОЗАК, па. 
конець нов. ВВ’ х (ВР--В’М). ВВ’ ($ 466) тоже можно сдбаать меньше 
понкаго дацното количества” слбл разность 8,—з будеть меньше веякаго дан 
шаго количества 


Предяеженте 


$29 Селентнан моверлнасть есть пфедьаз описанниииь въ чен ц 
описаннихь около нея поверхностей. 

Действительно, сегыентиая поверхность сеть постолишая мерезность между 
вш в влисшнною поверхностью, а также и описаниою, можеть быть едфзане 
мопьше нолкаго даного количества, ибо разность между поверхностями впи- 
Фацною ц опиеанною можио бАВЛАТЬ меньше вешкаго даннаго коллчества; и 
какь сегментная поверхность больше плисавной и меныпе описиииой, то раз- 
ность момду нев и маждою изь этихф поверхностей, очевидно ивиыие разности 
описанной и зиысанной поверхностей. 


Предаожение 


} 30. Самеюиная повертноеть зовна произведению окрузености боль 
вало круа на васоту (фиг. 253). 

Пусть В озпанаеть согмептную поперхиость, пронеходищую отъ вращейи 
дуги АВ, Н=АЕ--высоту ея, В==АО--ражусь шара; падо доказать, чт 


5=2 «В.Н. 


Въ сегнентной поверхности впимеы поверхлоеть, поторую мазономт, бук- 
нею 3, пусть г оаначаеть аловвму Оа. Такь вамь разность аноовяь ВР 
можеть быть сдфлина меныив полкато дишинео козячества, те 

Втр к 
«аъданатеьно 
а=ВИ=щед. 2т1И (1) 
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л0к к 

ии. (2), 
по винелииал понерхииеть в равна опрудишети пинеанной 2 т узноженцей- и 
согментиую высоту И, в. въ (1) п 2} вымжейихя пор 
между собою, сафд. и предёлы ихь равны, т, а. 


$—2=8 И 


цимя равиы 


реджоженее 


$ 31. Вседа можно в® шаровомо сеюнюрь элисать в опнеить около 
нед зная зла, ао разность мемду ить обделили моено сфълоль 
ениие всякало данноло количестов. 

Ралемотрини объежь пароваге сектора, пронеходязцаго ог пращеня круговахе 
соктора АВО (фие. 253) обеде даметра АС. Въ дуеб АВ впимогь правильную 
зоманую и опишем 05040 пол такого же числа сторонт правизьтую зоманую 
{$ 97, приё.); ок» обращен многоугозьниковь А?Т)’0`В'О и АРСВО около 
диметра АС получимь тЪаа, изъ которых" первое будежь называть описи“ 
ным, а пторое отисанниамь въ шаровому, сектор, Позвать объеме мерваго 
лЯаа буглою У, втораго буквою у разоуждешями  изаожелимии 26 & 476 
Ночунимт | 


Уля. Хр. 40 
четв. АрСВАЙ 
ОТеЮДЕ 
«0 
2’ 


шв МЫС". дн, АРСВ. 


В» пторей части этого |апенстиа каждан изь разностей пк АСВ 


вицы 247) мащио одфякть леЧыио всявито даюнако воличества. 


Предло 


НЕ 


$ 32. Объемь шировилю сектора сеть префъяь объеловь отисанниль 
вв нель в опщеанныхь около нео пита. 

Длйстиитезьно, объемь пароваго вектора ост › постолицая незичина, а вип- 
зашиыя к опислиныя тфла, перемблаыя, притом объем паровага соттора, 
больще виисанимхь и меньше онисициыхь тфхъ; значить ии осненанеи през 
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дыдущезю предаожешя, разность между облемомъ щароваго зектора и вписан- 
ныхи объемами, а Такие п опиваниыми моято сдфлать меньше веяхато дан 
паго количества 


Предложено. 


$ 33. Объемь шеровало сектора равень соототииетвующей сму са 
ениной поверхности умновеснной на треть рбйуса шаре. 

Пуоть У означаеть абъоиь шароваго сектора, 5— соотвЪтетвующую ему 
вегиентпую поверхиослу, К-_рашусь шара, У —-обземь олисаннаго тфла окодь 
маровато сектора; 8, — воотьбаелвующую ему поерхиость, произведенную 
эписаниою доманою. Изифетио ($ 29. ириб.), мо 


==нред. $ 
вафдовательно 


и 
о (1) 
На осповаиии иредьдущаго $, июбень 
У=ирия. \ 2) 


10 ошислилый сотему, \, окохо шароваго сектра равонь соотнЪтетьениюй ис 
перхиости $ умложенной па треть радуса В круга внаеаниато нь дома 
10 тг 


и такъ пережфниыи вь выращенихь (1) и {2) равоы между гобою, аналит и 
првдлы ихь равны, т. ©. 


ОПЬЧАТЬИ 


(’арав, Строк Панечазнано: Долже д читать 

Ь 16 сперху (фиг. 8) (фиг. 9) 

35 6 $ т) 0 75) 

42 19°» сторона сторанант 

гб 10 сиизу В сь В 

85 18 сиерху сво 

м м) рода 

98 6 снизу = 

ит 10 сверху СБ: Вр, АБ 
128 8, АВС = (АО--ВО) ВВ 
195 4 

148 

143 

143 2» 

156 18 сверху 

и 8 синзу 

168 13 

168 14 

18.1 м 

165 7 

18 2, 

100 814 в 

213 71 сверху 

24 

220 

229 

230 

235 

287 8 слерху 

237 а, пногоиинныги мнозоумльники 
240 7 сиу К и КВ 

20 4) плосковтьыю плоскость 
246 4 я мнотограпияки ыногоутольник 
251 6, ен: У: УЕ: 
252 15 сверху в0' в'0 

362 6 спилу В В 

208 1 сверху ВВ. ВВ'б 


258 2 ВОР в'о"г 


бтра Строки, Наночатаиа Долина читать 


У_+ 
284 18 сил) = 
278 2, Мы 
274 8 ь АЕ 
276 9 зморху ВВ 
276 2, ов 
277 ть МРЕМ 
977 27 вину МЕ 
277 8 МММ 
280 17 верху АЗАГ 
295 1 136 


78 (рб. 0 


Па -- 
13 (пряб.) 7 снизу «ВЯ, (К- ) 


2«ВАА(К--1) З-В5РИСЬ 


ОИБЧАТЕЫ \1\ ЧОРТЕЖАХТ 


атрАнИцы, 
27б-и, фиг. 3 вуфото М’, читайте МГ 
278-л, фиг. 7, ние АА’ надо читаль пб Ви Пу ниже АА а обероть, выбого 
В читайте В 
Э7Ннд, фиг, 9. Вафето Е’ ближайшей ку А питать Е 


